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1. 

Auszug eines Sehreibens des Herrn Birector P. A. 
Hansen an Herrn Professor C. G. J« Jaeobi. 



Gotha den 21. November 1850. 

In Betreff des von mir mit Vi bezeichneten Bogens, Aber welchen ich 
Ihnen mehrere höchst interessante und lehrreiche Gespräche und Briefe ver- 
danke, bin ich endlich auf folgende Betrachtungen gekommen, von welchen 
ich glaube, dafs sie die Sache klar machen. 

Ich fange bei dem Satze an, den ich in der Ihnen handschriftlich mit- 
getheilten Abhandlang den zweiten nenne. Diesen habe ich, wie Sie wissen, 
bisher wie folgt ausgesprochen: 

„Wenn L eine Function blofs von den auf feste rechtwinkliche Achsen 
„bezogenen Coordinaten x, y, z eines Planeten oder Satelliten ist, und ^ die 
„Function bedeutet, in die L übergeht, wenn man darin v statt t substituirt, 
„in so fern die Zeit t nicht in den , in den Ausdrücken für x, y, z enthaltenen 
„veränderlichen willkflriichen Constanten vorkommt, dann ist in der gestörten 
„Bewegung, wie in der ungestörten, 

dL _ Fd2\ 

dt ~ var/' 

„wo der Strich über der Function bedeutet, dafs man nach der Differentiation 
„r in / verwandeln soll.*' 

Dieser Satz ist einer gröfseren Ausdehnung fähig, die ich, um mög- 
lichst kurz zu sein, mit einer Erklärung einleiten werde, welche den von 
Ihnen angewandten Terminus technicus betrifft. 

Erklärung. 

y^Ideale Coordinaten nenne ich alle Systeme von Coordinaten, die die 
„Eigenschaft besitzen, dafs ihre ersten Differentiale in Bezug auf die Zeit in 
„der gestörten Bewegung dieselbe Form haben wie in der ungestörten." 

Crene*8 Jonmal f. d. M. Bd. XLU. Heft 1. 1 
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Zweiter Satz. 

„Wenn L eine Function blofs von idealen Coordinaten ist, ohne deren 
„Differentiale oder die veränderlichen willkflrlichen Constanten sonst zu ent- 
„halten, und ^ die Function bedeutet (etc. wie oben), dann ist (etc. wie oben) 



Es mufs nun auseinandergesetzt werden, welche Coordinaten tdeale sind. 
Zuvörderst sind die auf feste rechtwinhliche Achsen bezogenen Coordinaten 
x^ y, z solche, denn fflr sie bestehen die folgenden Gleichungen: 

WO a, b, etc. die durch die Integration der Gleichungen der ungestörten Be-<* 
wegung eingefflhrten willkürlichen Constanten bedeuten. Sei nun X, Y, Z 
irgend ein andres System von rechtwinklichen Coordinaten, und a, ß, etc. 
die Cosinusse der Winkel , die die Achsen dieser Coordinaten mit denen jener 
machen, dann ist bekanntlich 

ix = aX'\- ßY-\'yZ und X = aar-faV + a"« J 
r = «'X+ ß^ r+/Z Y = ßxi-ß'yi^ß^'z (3.) 

z = a''Jr+ /9'' F+ /'Z z = y^ + /r+ A * 

» 

Wären nun a, ß, etc. constante Gröfsen, so wäre ohne Weiteres X, Y, Z 
ein System idealer Coordinaten. Nehmen wir aber a, ß, etc. als veränder- 
liche Gröfsen, und zwar als Functionen der eben genannten willkflrlichen Con- 
stanten an, dann werden X, Y, Z nur dann ideale Coordinaten, wenn wir 
die folgenden Bedingungsgleichungen aufstellen: 

10 = xda^yda!'\^zda'' 
= xdßi-ydß''\'z8ß" 
= xdr-\-ydy+^dr"^ 

Denn vermöge der Gleichungen (1.) und (4.) ist es klar, dafs nun erst die 
ersten Differentiale von (3.) in Bezug auf die Zelt dieselbe Form haben, man 
mag die in x, y, z, a, ß, etc. enthaltenen willkflrlichen Constanten veränder- 
lich setzen oder nicht. 
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Untersochen wir die Gleichungen (4.) nfiber. Sobstitiiiren wir in (4.) 
die Gleichungen (3*)) and setzen zur Abkürzung, 

iß8a + ß'da^,rda"= Cdt 
(5.) { « öy + a'ey 4- a"ö/' = Bdt 

dann gehen, in Folge der beltannten, zwischen a, ß, etc. Statt findenden Be- 
dingungsgieichungen , die Gleichungen (4.) in folgende Aber: 

(6.) 0=CF-ÄZ, 0=CX-AZ, 0==BX-AY, 

die aber ersichtlich nur zwÄ wesentlich von einander verschiedene Gleichun- 
gen bilden. Es ist also jede der Gleichungen (4.) nothwendige Folge der 
beiden andern. 

Da nun jedes bestimmte Coordinatensystem von drü von einander un- 
abhängigen Gröfsen oder Bedingungen abhängt, so folgt, dafs durch die 
Gleichungen (3.) und (4.) eine (streng unendlich) grofse Anzahl von idealen 
Coordinatensystemen gegeben ist. Da ferner die Verftnderlichkeit von a, ß, etc. 
die Verftnderlichkeit der Achsen dieser Coordinatensysteme mit sich bringt, so 
beziehen sich alle durch (3.) und (4.) gegebenen idealen Coordinatensysteme 
auf bewegliche Achsen. Ich fflhre hiebei noch folgenden Satz an: 

„In allen auf bewegliche Achsen bezogenen Systemen idealer Coordi- 
„naten eines Planeten oder Satelliten fAllt die instantane Drehungs-Achse stets 
„mit dem Radius-Vector des Planeten oder Satelliten zusammen."" 

Die Cosinusse der Winkel zwischen der instantanen Drehungs - Achse 
und den Achsen der x, y, z sind bekanntlich, resp. 

aJ + /?g4-y(; a^J+/yg-f-y^C u''A-^ß"B^fC 
•(J^+Ä'+C«)' |^(J»+Ä«+f7«)' /(J«+Ä«+r*) ' 

und die Cosinusse der Winkel zwischen dem Radius-Vector und diesen Achsen, 

gjr-f/gr-fyz a^r +/g^r4-/z a^>jr-f/?^r+/^z 
/(jr*+r»+z*)' i^(jr«+r«+z*)' •(^«+r*+z»)* 

Es geben aber die Gleichungen (6.), 

A X 

/(^•+i?*+c«) ~ /(jr^+r'+z*)' 

B Y 

c z 

durch deren SobsHtotion in die vorstehenden Aosdrflcke der Satz erwiesen ist. 
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Um irgend ein aaf bewegliche Achsen bezogenes ideales Coordinaten- 
System zu erhalten, dürfen wir dem Vorhergehenden zufolge den Gleichungen (4.) 
irgend eine willkürliche Bedingung hinzufügen, die nur dadurch beschrünkt ist, 
dafs sie den Gleichungen (4.) oder (6.) nicht widersprechen darf. Ich werde 
daher im Folgenden annehmen, dafs für den Ort des Planeten oder Satelliten stets 
Z = sei. Hiemit ergeben sich statt (2.) und (3*) die folgenden Gleichungen : 

10? == «JT-f ß¥ und X = ax-{-a!y'\'a"z \ 
y=.a'X+ß'Y r=/9x-f/9'y+/9"ar} (8.) 

z =a"X-\-ß"Y = yar-fy'y-fy"« ) 

and statt der Gleichangen (6.) erhalten wir C=0, BX — AY^=0, oder 
welches dasselbe ist*) 

10 = ßdtt+ß'da'-\- ß"da" 
^^■■> \0 = (adr+ a'dy + «"öy") Z - (y Ö/S + /Ö/?' + fdß") Y. 



Ich werde nan beweisen , dafs 0, in der That eine blofse Function der 
idealen Coordinaten X, Y ist. Ich bezeichne, wie Sie wissen, mit dvi den Winkel 
zwischen den , den Zeiten t und t-\-dt entsprechenden Radii - Veclores r ond 
r-f-dr eines Planeten oder Satelliten. Wir haben demzufolge die Gleichung, 

die iMcbt in folgende umgewandelt werden kann, 

r.^ VC(xay—ydx)*-\-(ydz—zdy)*+(zdx—xdzy) 

dt>, = PTTT^* 

Die Differentiale von (7.) und (8.) sind in der gestörten wie ungestörten Bewegung, 

I Öx = « dX-\- ßdY und 8X = aBx-^ a'dy-\-a"dz | 

(10.) { dy = a'dX-\- ß'BY dY= ßdx^- ß'dy + ß"dz ) (11.) 

I dz = a"dX-{-ß"dY = y5a?|/öy-i-y"ö« ' 

Combinirt man diese Gleichungen mit den Gleichungen (7.) und (8.)^ so be^ 
kommt man aus den einen, 

xdy — ydx = (aß'— tt'ß)(XdY—YdX) 
ydz-zdy = {a'ß"-a"ß'){XdY- YdX) 
zdx-xdz = {a"ß -aß"){XdY- YdX), 

*) Lagrange hat diese Gleichungen nicht beme^t, denn obgleich er das Coordi- 
natensystom C7.) anwendet, setzt er doch (Alec. anal. Tome ü. p. 96) 

ßdu + /J'a«' + /?"öa" = dx. 
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und aus den andern, 

XdY— YdX = {aß''-^a'ßXxdy-rdx)'\-ia'ß"—a"ß')(ydz-zdr) 

^{a"ß — aß"){zdx — xdz)^ 
also durch die Elimination von a^—a'ß, etc. 

{XdY—YdXf = {xdr-ydxf-\^{ydz — zdrf+{zdx — xdz)\ 

Erwigen wir noch, dafs Jr-|-F^=a?*-f)^+^ is*> w geht die obige Glei- 
chung fflr dr^ in folgende Ober, 

^ _ XdT—Td X 

wovon, wenn wir die willkflrliche Constante =0 machen, das Integral 

Y 

(12.) V, = arctg-^ 

ist. Also Vi ist Function blofs der idealen Coordinaten X und Y, und der 
obige zweite Satz findet auf Vi Anwendung. 



Ich erlaube mir die weiteren Folgerungen, die ich auf analytischem 
We^e aus den obigen Formeln gezogen habe, hier anzufflhren, da mir nicht 
bekannt ist, dafs sie von irgend einem Andern gegeben worden wfiren. 
liügrange hat schon die Gleichungen (7.) angewandt, aber die Folgerungen, 
die ich hier daraus ziehen werde, finden sich nicht bei ihm. Wegen der Be- 
dingungsgleichung 

giebt die erste Gleichung (9.)« nemlich 

I = ßda-\-ß'da'-\-ß"da", 
(13.) / die folgende, 

I = adß-\-a'dß'-\-a"dß". 

Diesen kann man zufolge der Gleichungen aäa -\- a' da' -\- a" da" = 0, 
ßdß-{-ß'dß'-\-ß"dß" = 0, und der zwischen a, ß, etc. bestehenden Be- 
dingnngsgleichungen , 

= ßyj^ßy^ß'Y, = «y+ay+«y', 

durch die folgenden Genflge leisten, in denen fi und fi' beliebig sind, 

da = yfjtdp, 8ß = yf^'dtf 

da' = yfidp, dß' = r' A*' 8q 

da" = fii dp , dff' = ffi' dq. 
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Um den Buchstaben p und q dieselbe Bedeutung zu geben , die ich denselben 

1 1 

in meinen Abhandlungen beigelegt habe, setxe ich /iz=:—^^ ^' = — ., 

wodurch sich ergiebt: 

da = —^dp. dß = jr^q 

(14.) jöct' = -^e;,, e/r^^dg 

da" = - dp, dß" = dq. 

Wir erhalten daher geradezu 

p=_«", q = ß". 

Die zweite Gleichung (9.) kann auch so geschrieben werden, 

= (yda-\-r'da'-\-fda")X-\-(rdß-\-r'^ß'-]-r"dß")Y. 

Sttbstitniren wir die Gleichungen (14.) hierin, so erhalten wir, 

(15.) = Xdp — Ydq. 

Betrachten wir nun die zweiten Differentiale der Gleichungen (8.), 
d. i. die ersten der Gleichungen (11.)« Diese sind, 

Ö' JT = ad^x 4 a'd^y -}- a"d^z + dadx + da'dy + da" dz 
d'^Y = ßdjx i-ß'dy-{- ß"d^z -f dßdx -f dß'dy + dß"dz 
== yd'^x -\- ydy + r"B^z -f dydx -f dy'dy + d/'dz. 

Wegen der Gleichungen (14.) und der letzten Gleichung (11.) gehen die beiden 
ersten vorstehenden sofort in folgende Ober, 

^d^X = ad^x + a'dy -f- a"d'z 
»Ö'F = ßd^x-\-ß'dy-\-ß"d^z. 

Die dritte der vorstehenden Gleiehungen geht durch die Gleichung (10.) zuerst 
in folgende Ober, 

= yd'x-\-yd''yi-r"d^z-\-(ttdr-\-a'd/-\-a"dy")dX-^(ßdr-\-ß'dr'+ß"dr")d Y, 
oder in folgende, 

= rd'x-^r'.d''y-\-r"d^z-(r^a-\-yda'-\-fda")dX-(r^ß-\-ydß'-\-fdß")d y, 

also erhalten wir vennittelst der Gleichungen (14.), 

(17.) dXdp -dYdq = - r" {r^'x -f- /d'y + fd^z). 

Nennen wir nun die StömngsfunctioD £2, und setzen die Summe der 
Massen der Sonne und des Planeten =1, dann können wir die Gleichongeo 



(16.) {; 
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fBr die gestörte Bewegung^ wie folgt, darsteUen: 

W^ r^ ~ \dxJ 

Aber wenn wir hier einen Aogenhlick Z = ;^x-f-/y-f /'^ setzen, so können 
wir £i als Function von X, Y, Z betrachten und erhalten sofort: 

«(^)+<f)+«"(^)=® 

Um in den AusdrQcken rechter Hand za den hier angewandten Coordinaten 
X ond Y Obersagehen, braachen wir nar nach den partiellen Differentiatio- 
nen von 12 die Coordinate Z = zu machen. 

Durch Hälfe dieser Gleichungen gehen die Gleichungen (16.) in fol- 
gende Aber: 

a^x , x^ _ (da\ 
^ '^ ^a*r , r _ /öän 



die genau dieselbe Form haben, wie die fflr x und y. Die Gleichung (17.) 
wird femer, 

dxdp^ ardq _ .fda\ 



und hieraus mittelst (15.), d. i. mittelst X-^ — F-3^ = 0, 

xdT—rax dp f,vrdsi\ 

— m öT = ^ ^vsz) 

XdT—rax aq_ _ n y(^^\ 

Nehmen wir jetzt das aus der Theorie der Veränderung der willkOrlichen 
Ck>ns(anten entspringende Ergebnifs auf, dafs der Planet in jedem Zeittheil- 
chen dt sich nach den £>/i/^/€rschen Gesetzen in einer, seine wirkliche Bahn 
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osGolirenden Ellipse bewegt. Da sofolge des Obigen die Ebene der X, Y 

stets darch die Sonne und darch die zwei örter des Planeten gebt, die den 

Zeiten t nnd t'\-dt entsprecben, so ist es diese Ebene, in welcher alle oscu- 

lirenden ElUpsen constniirt werden mflssen. Die Gleichungen (18.) geben 

demzufolge aaf bekannte Art, sowohl in der gestörten, wie in der ungestörten 

Bewegung, 

XdY-'YdX ^ V{i—e^) 
dt an ^ 

wenn a die halbe grofse Achse, n die mittlere Bewegung und ae die Ex^ 
centricitAt des Planeten bedeuten. Hiermit wird 

(19.) '" -'^''fÜ=^''^^ 



dg „Y <»^* f^^ \ 

dt ~ ^ ^/(l— e*)\ÖZ/' 



und diese Gleichungen bilden in Verbindung mit den Gleichungen (18.) ein 
vollständiges System von Gleichungen der gestörten Bewegung eines Planeten, 
indem die örter desselben im Räume durch die yier Gröfsen X, Y, p und q 
volIstAndig bestimmt sind. Um dieses zu zeigen, will ich die obigen Glei- 
chungen fflr die Coordinaten weiter entwickeln. 

Aus der Gleichung (12.) geht hervor, dafs der Winkel (oder Kreis- 
bogen) Vi stets in der Ebene der X^ Y liegt und sich von der positiven 
Achse der X bis zum Radius- Vector r erstreckt. Nennen wir daher die wahre 
Anomalie des Planeten f, und den Winkel zwischen der positiven Achse der 
X und dem Perihel x> d^^Q i^^ ^e>l die osculirende Ellipse stets in der 
Ebene der X, Y liegt, 

Vi = f']rX' 
Betrachten wir nun die Verbindung der beweglichen Ebene der XY 
mit der festen der xy, welche letztere sowohl, wie die in derselben liegende 
feste Achse der x, wir im Räume irgendwie gelegen annehmen. Sei 
i die Neigung der Ebene der XY gegen die der xy; 
& in der Ebene der xy der Winkel zwischen der Achse der positiven x 
und dem Theile der Durchschnittslinie der Ebenen der XY und der 
xy, durch welchen sich der Planet bewegt, wenn die z vom Negativen 
ins Positive übergehen; 
0) in der Ebene der XY der Winkel zwischen dem eben bezeichneten 
Theile derselben Durchschnütslinie und dem Perihel des Planeten. 
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Da nun 

X = rcost?!, Y = rsiDTi, 

so ergiebt sieb, wenn 

= x — ^ 
den Winkel zwiscben der Acbse der positiven X und jenem Tbeil der Durcb- 
sehnittslinie bedeutet, 

a == cosacosi9--f sinasini9-cosi 

a' = cosasini9- — sin a cos i9- cos f 

a" = — sin i sin o 

ß = sinacoSi9- — cos a sin ^ cos t 

ß' := sin a sin td- -^ cos (7 cos ^ cos t 

/i" = sin t cos a 

y = sin i sin & 

y == — sintcosi9- 

y = cosi. 

Wenn man diese Ausdrficke in die Gleicbungen (7.) snbstiluirt, und v^ und 
a durch die Gleichungen Vi^^f-^-x^ ^=X — ^ eliminirt, so gehen daraus 
die bekannten allgemeinsten Ausdrficke der Coordinaten x, y, z hervor. 

Durch die Gleichungen (14,) hatten wir p = — a!\ ifz=z(¥'; es ist 
daher auch 

p = sintsincr^ q = sin t cos a, 

oder p der Sinus des Winkels, den die Achse der X, und q der Sinus des 
Winkels, den die Acbse der Y mit der Ebene der xy macht; p und ^ liegen 
beide im ersten Quadranten, wenn die Achse der Y sich Aber und die Acbse 
der X sich unter der Ebene der xy befindet. 

Di£ferenliiren wir die obigen Ausdrücke von a, a! und a", indem wir 
Oy & und f veränderlich setzen, dann ergiebt sich leicht, 

da = — ßdo — a'dS- — ysinaöi 

da' = — ß' da'\- add- — / sinadi 

Öa"= —ß'^da — f sin adi. 

Substituiren wir diese Formeln in die erste Gleichung (9.), nemlich in 

= ß6a^ß'da'-\-ß''da'\ 
so bekommen wir wegen 

ß^^ß'^^ß^''' = i , ßy^ßy^ßY' = 0, aß' — a'ß = f = cosi; 

da = cosi 89^. 

Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XLU. Heft 1. 2 
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Aiegrotse Achse der verfinderlichen Ellipse ist, und ihre eigne Bewegung bebfilt, 
selbst we^n die Ebene der Bahn nnverfindert bliebe ; wie dies bei dem Problem 
der drei Körpei^^in der Ebene der Fall ist. Was bei Ihnen X ond Y ist, 
wflrde, in den Lagrangeschen Coordinaten assgedrOckt, eos;(.X — sin;^. F 
und s\nx-X-\-cosx- Y sein. Der Winkel x ist aber kein Elemeat i» der ge- 
wöhnlichen, oben angegebnen Bedeutung. Diese Gröfse läfst sidi nickt mittelst 
der btüfsen Gleichungen des Mgestörten Problems durch die CoordiMtan , ihre 
erste« Differentialquotienten und die Zeit aosdrflcken ; sie hat daher nickt nur 
nicht dieselbe Bedeutung im gestörten wie im ungestörten Problem, sondern 
sie hat vielmehr in der ungestörten Bewegung gar keine Bedeutung. Nur ftr 
eine ganz individuelle Zeitbestimmung könnte man den Winkel x ^^^^ B®* 
ziekun^ zu den elliptischen Elementen geben, aber dann auch wieder eine 
ganz beliebige. 

Was soll daraus werden , möchte ich fragen , wenn man Gröfsen , wie 

. o = J^cosidO-, 

eine Function der Elemente nennen will? Denn man will doch wohl nicht 
blpfs sagen^ dafs man sie ja nach Integration der Störungsgleichungen so aus- 
drficken kaUn, denn dies gfilte von allen Veränderlichen überhaupt, und wire 
daher durchaus nichts sagend. Will man a eine Function von & allein nen- 

neu, wie kann dann -k^ eine Function von t sein? Sagt man, dafs a eine 

do 

Function von & und t ist, wie kann dann -^t- = sein, wie doch von Ihnen 

' öl ' 



und andern angesetzt wird? Nennt man 

U =y(^i/Ä + ||i/*-f Cifc-f etc.) 

auch dann eine Function von a, h, c etc., wenn der Differentialausdruck nicht 
den Bedingungen der IntegrabilitAt genfigt, so hat man Functionen, bei wel- 
ehen es nicht mehr gleichgflltjg ist, in welcher Ordnung man differentiirt, 
sondern es werden im Gegeniheil (ohne dafs hier ein Unendlichwerden in's 
Spiel kommt) die Ausdrücke 

da . db 

-db- ""•• -95- 

in gar keiner Beziehung zu einander stehen. So folgen ans den Gleichungen, 

da ^ dif 

ar = "' d& = ^^^'^ 
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die beidei Gleichuigfen , 

di /x d^ . . 

0, — 5^ — = — sini. 



d» ' di 

Es hören hier also alle VorstelluDgen auf, die man gewöhnlich mit dem Begriff 
einer Function und partieller Differentialquotienlen verbindet, 

Wenn Sie in Ihrem geehrten Schreiben sagen, man könne die Stö- 
rungsfunction £2 als Function der Gröfsen X, Y, p, q betrachten, indem die 
örter des Planeten durch diese vier Gröfsen vollständig bestimmt seien, so ist doch 
anderseits klar, dafs wenn die einer bestimmten Zeit entsprechenden numeri- 
schen Werthe von X, Y, p, q gegeben sind, man nur die Gröfse des Radius- 
vectors, aber nicht seine Lage im Raum kennt. Man kann daher auch nicht 
sagen, dafs die Gröfsen x, y, z, die den Flanetenort unmittelbar bestim- 
men , durch die Gröfsen X, Y, p, q ersetzt werden. Man kann sich £1 als 
eine Function der Gröfsen X, Y, p, q, die in ihrer Form bestimmt wäre, 
was nöthig ist, wenn man sie nach diesen einzelnen Gröfsen partiell diffe- 
rentiiren will, gar nicht denken, wenigstens in Folge solcher Gleichungen 
DKcht, durch welche i2 als Function dieser Gröfsen bestimmt werden soll. 

Lagrange gebraucht bei einer ähnlichen uneigentlichen Ausdrucksweise 
doch die Vorsicht, solche Integrale, wie Ihr o^ nicht geradezu eine Function 
der viränderlichen willkürlichen Constanten zu nennen. Indem er zuerst S. 96 
des 2tei Xheils der Mecanique Analgtique 

dx = ßda'\-ßidai'}'ß2äct2 

setzt, waru er noch gewissermafsen davor, x ^^^ eine Function der veränder- 
lichen Elemeite zu halten, indem er in Parenthese hinzufügt, ^ich wende dra 
Differentialaus^ruck dx an, obgleich sein Werth kein vollständiges Differential 
ist''; S. 99 neint er diesen Differentialausdruok (aber nicht x selber) eine 
Function der vevinderlicben Constanten; endlich nennt er auch S. 101 x selbst 
ein Element, und differentiirt S. 102 £i partiell nach x^ 

Es geht B\h dem Vorstehenden hervor, dafs das Zeichen -^- bei 

Lagrange, oder die Zeichen -^, -^ bei Ihnen, eine bestimmte Bedeutwig 

haben, welche die Rechnung feststellt, ohne dafs i2 als eine Function von x 
oder von p und q berachtet werden kann. Weil demnach diese Symbole 
keine wirklichen Diffet^ntialquotienten sind, sondern nur convenüonellen 
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2. 

Auszug zweier Schreiben des Professor Jaeobi 

an Herrn Director Hansen. 



I. 

Berlin, den 15. Decemher 1850. 

jEirlauben Sie, dars ich aaf Ihre gütige Mittheilung des leichten und 
eleganten Weges, auf welchem Sie zn einer eigenthQmlicben und merkwürdigen 
Form der Störnngsgleichungen gelangen, mit einigen Betrachtungen rein formeller 
Art antworte. Sie sollen die ungewöhnliche Bedeutung betreffen, welche 
Lagrange, Sie selbst und andere bisweilen mit den Worten Function und 
Element und den Zeichen der partiellen Differentialquotienten verbinden. 

Veränderliche willkürliche Constanten oder Elemente sind in der 
Theorie der Störungen gewisse Functionen der Coordinaten, ihrer ersten Dif- 
ferentialquotienten und der Zeit genannt worden, welche in der ungestörte! 
elliptischen Bewegung einer willkürlichen Constante gleich werden , oder der^n 
Differential durch die Substitution der Differentialgleichungen des ungestörten 
Problems identisch verschwindet. Diese Functionen haben die Eigenschaft, 
dafs sie in der gestörten Bewegung von wirklicheä Constanten nur um kleine 
Gröfsen von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden bleiben. Nennt 
man die Function der Coordinaten, ihrer ersten Differentialquolierten (der 
Componenten der Geschwindigkeit) und der Zeit, welche einem Elenente gleich 
ist, A\e Bedeutung dieses Elements, so kann man sagen, dafs je<es Element 
in der gestörten Bewegung dieselbe Bedeutung wie in der ungestörten hat. 

Da die sechs Elemente denselben Functionen der dre Coordinaten, 
ihrer ersten Differentialquolienten und der Zeit im gestörten ind ungestörten 
Problem gleich sind, so sind auch umgekehrt die drei Coordinaten und ihre 
ersten Differenlialquotienten im gestörten wie im ungestörter Problem densel- 
ben Functionen der sechs Elemente und der Zeit gleich. B folgt hieraus der 
bekannte Satz, der auch wohl zur Definition der veränderlichen Elemente zu 
dienen pflegt, dafs in den ersten Differentialen der Ausd-ücke der Coordina- 
ten durch die Elemente und die Zeit der aus der Veräiderlichkeit der Ele- 
mente hervorgehende Theil verschwindet. Man erwei^rt diesen Satz leicht 
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dahin, dafs man von jeder Gleichung zwischen den Coordinaten, den Ele- 
menten und der Zeit, ti = 0, welche gleichzeitig im gestörten wie im unge- 
störten Problem gilt, das erste Differential so nehmen kann, als wären die 
Elemente constant, und dafs in du der von der Veränderlichkeit der Elemente, so 
weit sie in u explicite yorkommen^ herrährende Theil besonders verschwindet. 
Keine Function der Elemente und der Zeil ^ welche sich nicht auf 
eine Function der Coordinaten und der Zeit (oder auch auf eine wirk'- 
liehe Constante) reduciren läfst, kann die Eigenschaft der Coordinaten 
haben, dafs ihr erster Differentialquotient im gestörten Problem durch 
iieselbe Function der Elemente und der Zeit ausgedrückt wird, wie im 
ungestörten. 

Aber Sie haben ja solche Functionen X und Y angegeben« welche 
diese Eigenschaft besitzen , und sich doch auf keine Weise auf Functionen blofs 
von X, y, z, t reduciren lassen. Die Antwort hierauf ist, dafs in Ihren 
Gleichungen , 

X •= ax^a^y^a^^z 

Y==ßx\ßy\ß"z, 

die 6 Gröfsen a, ß, a' etc. keine Elemente sind^ und daher auch X und Y 
keine Functionen der Elemente und der Zeit sind. Nur die drei Coeffi- 
cienten y, y\ /' sind wirkliche Elemente. 

In den ähnlichen Gleichungen bei Lagrange sind die Coefficienten 
^> ß> ^i etc. Elemente. Aber daför finden bei ihm auch nicht die Gleichungen, 

xda-\-ydai^-\'Zdai = 

xdß-\-ydß,-\-zdß2 = 
Statt. Es scheint mir, dafs Sie Lagrange und Sich selbst Unrecht thun, wenn 
Sie ihm vorwerfen, dafs er die Gleichung, 

ßda'\'ß,da^'\-ß2da2 = 0, 

nicht hat, und .nicht in weitere Entwicklungen eingegangen ist. Diese Glei- 
chung gilt bei ihm eben so wenig, wie die beiden vorhergehenden. Das von 
Ihnen gewählte Coordinafensystem ist von dem seinigen auf das wesentlichste 
verschieden und Ihnen durchaus eigenthumlich, und darum konnte er die aus 
der eigenthflmlichen Natur des Ihrigen fliefsenden Folgerungen nicht machen. 
Ihre Xachse ist eine Linie, die in der Bahnebne keine eigene Bewegung bat, 
in derselben fest ist, und sich nur dadurch im Raum fortbewegt, dafs die Bahnebene 
um die verschiednen Radiivecloren pivolirl; während die JITachse bei Lagrange 
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Diese Gleichung, die ich früher auf geometrischem Wege abgeleitet habe, ist 
also Rothwendige Folge der hier eingeführten Gleichungen (9.). Die beiden 
willkOrlichen Conslanten a und & müssen wegen dieser Gleichung als von 
einander abhängige betrachtet werden; allein es bleiben demungeachtet in den 
obigen Ausdrücken sechs, von einander unabhängige willkürliche Constanten 
flbrig. Es enthalten nemlich r und f drei, und zwar die grofse Achse, die 
Ezcentricität und die mittlere Anomalie In der Zeitepoche; dazu kommen noch 
die dr^ unabhängigen willkürlichen Constanten x» ^y ^ß wofür man auob 
Xf Pß 9 wählen kann. 

Ich erwähne noch, dafs die vorstehenden Betrachtungen auch auf die 
Theorie der Rotationsbewegung angewandt werden können , und dafs die Dif- 
ferentiale -^, 3^ 9 3#^ "^^^ ^^^ ^^ dieser Theorie vorkommenden drei instan- 

tanen Drehungsgeschwindigkeiten in engster Beziehung stehen. Auch möchte 
in der allgemeinen Theorie der Curven von doppelter Krümmung das hier 
angewandte Coordinatensystem X, Y von wesentlichem Nutzen sein. 

Die oben angeführten Ausdrücke für a, a', etc. geben leicht: 
aco8(^— o)'\-a' 3\n(& — a) = cos'^flf-f sin^of cosf = 1 — . , , ._^ ,_ , 

— a sin(d^ — a)-f a'cos(i9^ — 0^)= sin a cos er (1 — cosi) = 



P(l 



i + V(i~p'-q') 



ßcoB{& — a)'{- ß' s\n{&—a) =^ sinacosc7(l — cosf)= . , , .^ ^_ 

— ß 8m(&— 0)4- ß'cos(d'—a) = sin^of + cos'acost = 1 —-—-—-Jl—^ _.. 

Die Gleichungen 



• • 



p = smi sina, ^ s= sini cosa 
geben 

qdp — pdq = sin^ida. 

Es folgt ferner aus das=zcosidd^, 

8(&-a) = (l-cosi)c5* = ^—^da *'"**^'' 



und daher 



cosi cost(l-f cosj)^ 



^ ^ cos«(l + cosi) ^ 

oder wenn man 
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setzt , 



a^ = a(*-.) = t,^,,_;.ü:,7,f^;,_,._,, • 



Nennen wir nun die auf der festen Ebene der xy gezählte Lfinge des 
Planeten l, nnd die Breite desselben über dieser Ebene b, dann ist auch 

x=^rcosbcosl, y=rcosbsiüt, z = r8iüb, 
und wir ziehen daher aus den vorstehenden Formeln: 

rcos*sin(/— ^) = F4- q , , ^.. ~^^ =r- = Y— . , ... ^^ i ^ 

rcos*cos(/— ^) = X—p . . ^.. ~\ 5- = X \ -T-T—jjjr^ jr 

rsin^ = ^ = —pX^qY, 
wo 

A _ r qdp—pdq 

— y {.i+V(i-p'-q')mi-p'-q') 

Es zeigt sich hiemit, dafs in der That x, y, z, and also auch der Ort des 
Planeten als Functionen der vier Gröfsen X, Y, p, q betrachtet werden können; 
wie oben behauptet wurde. An die vorstehenden Formeln schliefst sich die 
merkwflrdige Transformation an, die Sie kennen, und von welcher Sie mir 
eine elegante Construclion. gegeben haben. 

Da X, y, z. als Functionen von X, Y, p, q betrachtet werden können, 
so kann man auch Sl als Function dieser vier Gröfsen betrachten. Da nun 
t der Winkel zwischen den Achsen der z und der Z ist, so giebt die Gleichung 
z = — pX-\-qY schon zu erkennen, dafs 

ist, welche Gleichangen sich flbrigens auch auf andere Arten ableiten lassen. 
Wir erhalten hiermit ans den Gleichungen (19.) die folgenden, 

die nicht minder wie die Gleichungen (19.), in Verbindung mit (18.) ein 
vollständiges System von Gleichungen der gestörten Bewegung eines Planeten 
oder Satelliten bilden. 

Um nicht zu lang zu werden, schliefse ich hier mit dem lebhaftesten 
Wunsche, Sie bald wieder bei uns zu sehen. 
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Sinn und Bedeutung haben, so wird es gut sein, um jedes Mifsverständnifs 
zu vermeiden, diese Bedeutung recht deutlich hervorzuheben. 

. In der Form , zu der Sie schliefslich gelangen , ist 12 eine (wirkliche) 
Function der Gröfsen 

X, Y, p, q, A, 

welche dadurch erhalten wird, dafs man in i2 fOr ^^ y, z die Werthe, 

y = X8mA+ Fco8^~ (P8in-^-?cos^)(M;-yr) 

z = -{pX-qY) 

setzt. Diese Function wird nach p und y partiell differentiirt , als wäre die 
Gröfse A eine Function von p und q, was sie nicht ist, indem man aber- 

einkommt, an die Stelle der in diesem Falle vorkommenden -^ und -3— die 
Gröfsen , 

7 —V 



*r9 



ZU setzen, wodurch -^ und -^ selber Symbole werden für die Gröfsen. 

bSi I q aß 

bp + {1 + ^(1 _^«_,«;}^(l_;,«_,«) ö^^ 

ÖÄ p 5ß 

Man könnte zwar sagen, so ganz conventiohell wäre diese Annahme fQr die 
Zeichen -tt- und -;:— nicht, weil, wenn man dieselbe Annahme in dem Dff- 
ferentialausdruck 

macht, einWerth herauskommt, welchen dA in dem zu integrirenden System 
Differentialgleichungen wirklich hat. Aber dies kann nur als die Veranlassung 
angesehn werden, die darauf geführt hat, eine solche Symbolik zu wählen, ohne 
dafs sie deshalb den Character einer blofs conventioneilen verliert. Man könnte 
mit demselben Rechte i2 auch blofs als Function von Xy Y und p betrachten, 
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*) indem dasselbe System Differentialgleichungen auch die Werthe. 

j^ (qÄ—pY)äp 

"^' — .!r{l + v'(l-/,»-i/»)| {•(!-/»*- 7*)!' 

giebt, und dann wOrde -^ = werden. Man mufs also genau diejenige 
Combination des gegebenen Systems Differentialgleichungen bezeichnen, aus 
welcher die Bedeutung der Symbole -^ und -^ entnommen werden soll. 

Nennt man a, b, c etc. diejenigen Functionen von t, welche den ver- 
änderlichen willkfirlichen' Coqstanten gleich sind, so hat die Analysis des 
Störungsproblems darauf geführt, auch solche Functionen von / darin einzu- 
fahren, welche einem Integrale, 

\da^Bdb^Cdc^eic.}, 



J\A. 



gleich sind, in welchem der Ausdruck unter dem Integralzeichen den Bedin- 
gungen der Integrabiiität nicht genOgt, und welche daher keine Functionen 
von a, b, c etc. sind. Diese Functionen von / haben mit den veränderlichen 
Coustanten die Eigenschaft gemein, dafs sie von einer wirklichen Constante 
nur um eine kleine Gröfse von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden 
sind; und wenn A, B, C etc. beliebige Functionen blofs von a, b, c etc. 
sind, welche nicht aufserdem noch / enthalten, so kann man ferner sagen, 
äapf ^e von veränderlichen Constanten nur um Gröfsen von der zweiten 
Ordnung der störenden Kräfte verschieden sind. Dieser letztere Umstand 
mag wohl dazu beigetragen haben, dafs man diese Functionen von den ver- 
änderlichen Constanlen selber nicht ausdrQcklich genug unterschieden hat. Will 
man nun einen Namen fQr diese Functionen von t haben, so könnte man sie 
uneigentliche, falsche, Psßudo" Elemente, oder auch ideale Elemente nennen. 
Es fragt sich aber, ob es nicht zweckmässig wäre, fdr alle diese Functionen 
und fdr alle Functionen dieser Functionen den Namen Elemente gelten zu 
lassen, da ja auch schon einmal Lngrange den Winkel x ^^ genannt hat, 
dagegen sie niemals veränderliche (willkOrliche) Constanten oder Functionen 



*) Bis hieher ist von dem leider so früh and schnell dahingeschiedenen Jacobi die 
Correctur des von ihm im Toraus für das Journal bestimmten Manuscripts selbst besorgt 
worden. Die Correctur der hier folgenden Fortsetzung hat Herr Professor Lejeune 
Dirichlet mit dem Herausgeber gemeinschaftlich übernommen. 

Crelle*8 Joarnal f. d. M. Bd. XLU. Heft 1. 3 
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der veränderlichen Constanten zu nennen , und diese letzteren durch die Be- 
nennung elliptische Elemente zu unterscheiden. 

Auch Oher die Form der Differentialgleichungen, zu welchen Sie schliefs- 
lich gelangen, scheint es nützlich, in einige Erörterungen einzugehen, um ihre 
besondere Natur desto deutlicher hervorzuheben. Es könnte beim ersten An- 
blick scheinen, als wären bei Ihnen die drei Differentialgleichungen 2ter Ord- 
nung des Problems durch zwei Differentialgleichungen 2ter Ordnung und zwei 
Differentialgleichungen Iter Ordnung ersetzt worden; was immer verstatlet ist. 
Dem ist aber in der That nicht so. Es sind die von Ihnen apfgeslellten Diffe- 
rentialgleichungen gar keine Differentialgleichungen zwischen den Gröfsen JC 
Yy Py 9j denn es ist unmöglich, die rechten Seiten Ihrer Gleichungen X, Yy 
/ß, (f ausgedrückt zu denken. Die von Ihnen aufgestellten Differentialgleichun- 
gen sind in der That zwei Differentialgleichungen zweiter und drei Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung zwischen den Gröfsen 

Xy Y> P, qy ^• 

Ich will, um Ihre Formeln zu commentiren, die Gleichungen hinschreiben, 
wie sie in der gemeinen Bezeicbnungsart aussehen würden. Ist nämlich i2 
mittelst Substitution der oben für Xy y, z gegebenen Werthe als Function der 
fünf Gröfsen X, Y, p, q, A ausgedrückt, so sind Ihre Differentialgleichungen, 
in den gewöhnlichen Zeichen geschrieben, die folgenden: 

rf^r , jr _ aß 

^ , jr _ öß 

dt ~ XdY—YdX kI^^ P ^^d^ \^V(i—p^—q^)dA\ 

dq _ •(!-;>«- 7'). i/M , , dSk , q dSi\ 

dt ~ XdY^YdX Vf^^ '^ ^^ ayi ■^1 + /(1— //• — 7*) a-rf) 

dA = qdp-pdp 

Die vollständige Integration dieses Systems Differentialgleichungen führt sieben 
von einander unabhängige willkürliche Constanten mit sich, welche sich in den 
Ausdrücken von x , y, z auf sechs reduciren müssen. Damit man deutlich 
sehe, wie dieses geschieht, bemerke ich, dafs aus der Natur dieser Differen- 
tialgleichungen folgt, dafs, wenn man mit 

^i^ Ji9 Pfi 9i^ -^i 
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gewisse Functionen von t bezeichnet, welche nur secAs wiikOrliche Constanten 
enthalten, und k eine siebente von ihnen unabhängige willkOrliche Constante 
bedeutet, die vollständigen Ausdrücke von X, Yj py q^ A folgende Form 
annehmen: 

X = cos i -3Ci -f sin X Y^ 

Y = cos iL Fi — sin^JTi 

p == cos l pi — sin l qi 

q = cos ^ ^1 -f ^^^ ^ Pi 

A = A^\l. 

Substituirt man diese Ausdrücke in die oben durch Xy Y, p, q, A ausge- 
drückten Werthe von x, y, z, so verwandeln sie sich in die nämlichen Functio- 
nen von Xi, Fl, ;?i, y^, A^^ welche sie von X, Yy p, q, A waren, so 
dafs Xy fy z Functionen von / und sechs willkürlichen Constanten werden, 
indem die siebente X ganz herausgeht. 

Es wird zwar insgemein angenommen, dafs man bei einem vorgelegten 
System Differentialgleichungen dahin trachten müsse, die Ordnung des Systems 
zu verringern; wie es z.B. gelungen ist, das Problem der drei Körper y wel- 
ches ursprünglich von der Integration eines Systems Differentialgleichungen 
von der ISten Ordnung abhängt, welche 18 willkürliche Constanten fordert, 
auf ein System Differentialgleichungen von der 6ten Ordnung zurückzuführen, 
dessen vollständige Integration nur sechs willkürliche Constanten fordert. Aber 
andrerseits hat man doch auch schon früher bisweilen kein Bedenken getragen, 
die Ordnung einer gegebenen Differentialgleichung absichtlich sogar zu erhöhen; 
z. B. wenn man sie dadurch linear machen konnte. In dem vorliegenden 
Störungsproblem kann aber diese Erhöhung der. 6ten Ordnung des Systemis 
Differentialgleichungen auf die 7te am allerwenigsten Bedenken erregen, wenn 
man dadurch andere Vortheile erreicht. Denn überall wo bei dem zur ange- 
näherten Integration eines gegebenen Systems Differentialgleichungen einge- 
schlagenen Verfahren, die Annäherung nach den Potenzen einer kleinen Con- 
stante geschieht, welche die Differentialgleichungen selber enthalten, führt man 
eigentlich unendlich viel von einander unabhängige willkürliche Constanten ein, 
indem jede neue Annäherung neue Integrationen fordert, und diese eben so 
viel neue willkürliche Constanten zulassen. So wird es z. B. bei der Integration 
der zwischen den veränderlichen Constanten und der Zeit aufgestellten Diffe- 
rentialgleichungen geschehen, dafs mit jeder höhern Ordnung der störenden 
Masse, auf welche die Annäherung ausgedehnt wird, auch sechs neue will- 

3» 
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karliche Constaoten eintreten; und alle diese willkOrlichen Constanten mdssen 
sicii scbliefslich , oder auch bei jedem Stadium der Annäherung, wenn man die 
folgenden Potenzen der störenden Masse vernachlässigt, auf secA^ reduciren 
lassen. Man erhält hievon auf folgende Art eine deutliche Vorstellung. Man 
denke sich das Problem absolvirt, und die sechs veränderlichen Gonstanten 
als Functionen von t, der kleinen in den Differentialgleichungen vorkommenden 
störenden Masse m und der sechs willkQrlichen Constanten a, b, c etc. aus- 
gedrückt. Setzt man nun 

ö = iy„ -|- Ui m -]- a^m^ -f ^*c- 

b = J„ -j- Ji m -|- A2 ^f^^ -[- etc. 
etc. etc. , 
wo d,), ^0 6tc-9 fh'i ^1 etc. etc. ebenfalls willkilrliche Constanten sein können^ 
und entwickelt die sechs, den veränderlichen Constanten gleichen Functionen 
von t nach den Potenzen von m^ so treten in diese Entwicklungen mit jeder 
neuen Potenz m' auch sechs neue willkärliche Constanten ü,, &/, ^/ etc. ein: 
und doch sieht man, dafs sich alle diese willkOrlichen Conslanten in die sechs, 
a, b, c etc. zusammenziehen lassen. 

Ihre Formeln ergeben, 
X = rcos(f\-x) = ^^os{e^x) — »^<^osx'\' ^^y^f_^i^ 

F. , ^ \ \ • / \ \ • ae' cos y sine 

= r8in(/*-fx) = g sin (g +/) — <^^ sin/ - ^ _^ •(!-(>') ' 

wo der Winkel e durch die Zeit mittelst der Gleichung 

€ — ^sin€ = a^{t — c) 
bestimmt wird. Bildet man die Differentiale dX und dY unter der Voraus- 
Setzung, dafs a, e, e, x Constanten sind, so haben Sie gezeigt, dafs dieselben 
Ausdrücke von dX und dY noch immer die Differentiale von X und Y 
bleiben, wenn man ffir die elliptischen Elemente a, e, c ihre gestörten Werthe 
und fOr die von den elliptischen Elementen gänzlich unabhängige Constante x 

eine Function der Zeit setzt, welche =^W'\-/cosid& ist. So scheint mir 

«m klarsten und einfachsten der schöne und wichtige Satz zusammengefafst 
werden zu können, mit dem Sie die analytische Mechanik bereichert haben, 
ond welcher Lagran(/e entgangen ist, obgleich er die Gröfsen rcosf und 

r sin/* nach den Elementen differentiirt , und die Function / = tr-f/cosi 1/^ 
eingefahrl hat. 
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Was den von mir früher vorgeschlagenen Namen ideale Coordina- 
ten betrifft, so bin ich wieder zweifelhaft geworden, ob fiberhaopl ein be- 
sonderer Name fflr die Coordinaten X, Y, Z schon ein Bedflrfnifs geworden 
sei, da doch aller Wahrscheinlichkeit nach nur die von Ihnen gemachte An- 
nahme Z == in den Anwendungen beibehalten wird, und eine so allgemeine 
Benennung kaum für ein so specifisches Coordinatensystem passend sein dfirfte. 
Es wOrde vielleicht genOgen, hervorzuheben, dafs es auch bewegliche Coor- 
dinatensysteme von der Beschaffenheit giebt, dafs die ersten Differentiale der 
auf dieselben bezogenen Coordinaten allein von der Orls-Änderung des Planeten 
im Raum, und nicht von der Veränderung des Coordinatensystems abhängen. 
Im Allgemeinen werden die ersten Differentiale der auf ein veränderliches 
System bezogenen Coordinaten eines Puncts aus den Differentialen, die von 
der Orts-Änderung des Punctes im Räume herrühren, und aus den Differen- 
tialen, die von der Änderung des Coordinatensystems herrfibren, durch ein- 
fache Addition zusammengesetzt. Sollen die letztern immer verschwinden, so 
erleiden die Coordinaten des Puncts, wenn derselbe seinen Ort im Raum nicht 
ändert, durch die inslantane Drehung des Systems gar keine Änderung. Die 
instantane Drehung des Coordinatensystems mufs also so beschaffen sein, dafs 
der unveränderte Ort des Punctes während derselben mit dem Coordinaten- 
system fest verbunden bleiben kann; oder der Radiusvector mufs die instantane 
Drehungsachse des Coordinatensystems sein. Ganz willkörlich bleibt dabei der 
instantane Drehungswinkel des Systems. Man kann sich dies etwa so vor- 
stellen. Das Coordinatensystem dreht sich zu einer gewissen Zeit / um den 
Radiusvector mit einer ganz beliebigen Winkelgeschwindigkeit während des 
Zeit-Elements dli nach, diesem Zeit-Element geht der Radiusvector in die der 
Zeit t-\'dt entsprechende Position Aber, worauf sich das Coordinatensystem 
wieder mit einer beliebigen Winkelgeschwindigkeit während der Zeit dt um 
den neuen Radiusvector dreht, welcher hierauf in seine dritte Lage flbergebt, 
and so fort. Wenn der willkOrliche Drehungswinkel jedesmal dem Neigungs- 
winkel der den Zeiten t und t^dt entsprechenden Bahnebnen gleich wird, 
so erhält man den von Ihnen behandelten Fall, oder allgemeiner, alle Coor- 
dinatensysteme , welche während der Bewegung mit demjenigen, in welchem 
Z=rO, fest verbunden bleiben. Es scheint kaum, dafs irgend eine andere 
Bestimmung des Drehungswinkels als die von Ihnen gewählte von Interesse 
ist. Setzt man mit Ihnen Z = 0, X=rcosri, !F=r sin Vi, so ist ri der 
Winkel des Radius vectors mit der ITAcbse, welcher durch die Drehung der 
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^FEbene am den Radiusvector keine Änderung erleidet, sondern, da die 
JC Achse in der JTF Ebene keine eigenthfimliche Bewegung haben soll, nur 
durch die Bewegung des Radiusvectors in der J^F Ebene eine Veränderung 
erfährt, woraus der von Ihnen auf analytischem Wege bewiesene Satz folgt, dafs 
dv^ dem Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Radiivectores gleich ist. 

Schliefslich will ich noch den Beweis des von mir zu Anfang dieses 
Schreibens aufgestellten Satzes hinzuffigen. 

Es sei u eine Function von t und den sechs elliptischen Elementen a, 
b, c etc., von solcher Beschaffenheit, dafs, 

Wenn man die Differentialgleichungen ausschliefst, welche die besondern stören- 
den Kräfte enthalten, so finden zwischen den Differentialen da^ db etc. nur 
die drei folgenden linearen Gleichungen Statt: 



dy 



^ + #''H^rf«+elc = 



da ' 96 ' de 

und es mufs daher die vorstehende Gleichung, wenn sie erfOllt werden soll, 
ohne dafs man dabei auf die Besonderheit der störenden Kräfte Rücksicht 
nimmt, eine Folge dieser drei Gleichungen sein. Damit dies möglich sei, mufs 
man mittelst Einführung dreier Factoren L, M, Di folgenden sechs Gleichungen 
Genüge leisten können: 

df4 r dx t MM dy X 1^7 dz 



1^=*^^+*^+^ 



da 



db ^ db +^"^ « ^ db 

du _^ r ds \jif^dy_ , mr dz 

de de ' Sc ' de 

etc. etc. 



Han denke sich jetzt umgekehrt die Elemente a, b, c etc. durch t, x, y/z, 

nx OV 02* 

4?' = -^, y' = -^, «'==-^ ausgedrückt, und die partiellen Differential- 
quotienten dieser Ausdrücke von a, b, c etc. in Bezug auf die Gröfsen x. 
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y, z, x\ y\ z' gebildet, so wird nach den Regeln der partiellen Differen- 
tiation, wenn ^ und ^' zwei beliebige von den Gröfsen x, y, z, x\ y\ z' 
bedeuten , der Ausdruck 

da ÖF ' 3* BS '^ de dg '^ ®^^- 

immer verschwinden, aufser wenn S und S' dieselben Gröfsen sind ; in welchem 
Falle allein er = 1 wird. Es folgen deshalb aus den obigen sechs Gleichungen 
die folgenden drei, 

da da;' ^ db Öx' ^ Sc 5F + ^^^' ~ " 
du da , du db , du de . . ^ 

da dy "T- Qb dy + de dy "• ~ " 

du da i du db ^ du de ; ^ 

da dz' "t" db dz' "1" de dz' "^ ®^^* ~ ^' 

Aber da u eine Function von t, a, b, c etc. ist, kann man dieselbe auch als 
Function von x, y, z, x^, y\ z\ t betrachten, und dann werden die vor- 
stehenden Gleichungen: 



dy ^' dz' 

oder es mufs sich u auf eine Function von x, y, z, t reduciren, w. z. b. w. 

Ich will noch bemerken, dafs Sie Ihren zweiten Satz wohl zweckmäfsig 
dahin erweitern können, dafs Sie in die Function L auch t aufnehmen. 

Ich bitte Sie, die vorstehenden Zeilen als einen Versuch anzusehen, 
mir die Natur der Störungsgleichungen, zu welchen sie gelangen, in ein recht 
klares Licht zu setzen; und es sollte mich freuen, wenn Sie finden, dafs ich 
ihren Sinn getroffen habe, worüber ich mir bald Ihren mfindlichen Bescheid 
erbitten werde. 
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II. 

Berlin, den 20ten Januar 1851. 

Jbirlauben Sie, dafs ich meinem vorigen Schreiben noch die folgen- 
den Bemerkungen binznfOge. 

Wenn wieder a, b etc. die verflnderlichen willkOrlichen Constanten 
bedeuten, so sind die Werthe ihrer ersten Differentialquotienten , ^, ^ etc. 
durch die drei Störungsgleichnngen und die drei Bedingungsgleichungen, 

If rfa + lJrfH etc. = 
grfa + ^^+etc. = 

^da-]r^db-\- etc. = 0, 

gegeben. Ist U eine Function der veränderlichen willkArlichen Gonstanten, 
so erhfllt man -^, wenn man die Werthe von -^, ^ etc. respective mit 

-^— , -^^ ötc. mnitipiicirt und von den erhaltenen Producten die Summe 

bildet. Es kommt hierbei zu Statten, dafs die Factoren -^, -^ etc. in 

der ersten Annäherung Constanten werden. Aber ganz derselbe Vortheil findet 
Statt, wenn auch U keine Function der veränderlichen willkArlichen Constanten 
ist, sondern mit ihnen nur durch eine nicht integrable Differentialgleichung, 

dU = Ada'\'Bdb^ etc., 

verbunden ist, in welcher A, B etc. blofs Functionen von a, b etc. sind, 
ohne die Zeit / noch aufserdem explicite zu enthalten. Da nun solche 
Gröfsen U ganz auf dieselbe Weise wie die veränderlichen willkOrlichen Con- 
stanten selbst erhalten werden, da sie ferner von veränderlichen willkürlichen . 
Constanten nur um Gröfsen der zweiten Ordnung in Bezug auf die störenden 
Massen verschieden sind, und ihre Einfahrung, wie Sie gezeigt haben, bei den 
anzustellenden Entwicklungen bedeutende Abkfirzungen gewährt, so wird es 
jedenfalls gerechtfertigt sein, solche Functionen 

U = f^Äda-i^Edb^ e\c.) 

durch einen besondern Namen auszuzeichnen; weshalb ich in einem vorigen 
Schreiben vorgeschlagen habe, auf dieselben die Bezeichnung Elemente aus- 
zudehnen ; wie schon Lagrange in Bezug auf den Winkel x ff^lhan hat. Da- 
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gegen werde ich die veranderlicben willkürlichen Constanten selbst, zur näheren 
Unterscheidong, gestörte oder veränderiicAe elliptische Elemente nennen. 
Denn jene Gröfsen 17 können nicht als gestörte elliptische Elemente angesehen 
werden, weil die Constanten, auf welche sie sich rednciren, wenn die stören- 
den Kräfte verschwinden, von den willkQrlichen Constanten der elliptischen Be- 
wegung in keiner Art abhängen. 

Wenn Ä, B etc. auch die Zeit t enthalten, so bleibt den Gröfsen 

IJ = f{Ada'\-Bdb^e\c.) 

der Character, dafs sie, wenn die störenden Kräfte verschwinden, wirkliche 
Constanten werden, und immer von wirklichen Constanten nur um Gröfsen 
von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden sind. Es dörfle aber 
gleichwohl nicht zweckmäfsig sein, die Benennung Elemente auch auf diesen 
Fall anszudehnen, und werde ich in den folgenden Zeilen nur solche Gröfsen D 
Elemente nennen, in welchen A^ B etc. blofs Functionen der elliptischen 
Elemente a, b etc. sind, ohne noch t zu enthalten, unter diesen Namen aber 
die veränderlichen willkürlichen Constanten oder elliptischen Elemente selbst 
zugleich einbegreifen. 

Ich wiU jetzt einige Betrachtungen darüber anstellen, wie man Gröfsen 
finden kann, welche der von Ihnen eingeführten idealen Coordinate Vi ana- 
log sind. 

Ihre ideale Coordinate Vi wird erhalten, wenn man von der wahren 
Anomalie f ein Element abzieht: das Wort Element in der eben angegebenen 
Bedeutung genommen; es ist nämlich in Ihrer Bezeichnung, 

i?i = /* — w — / cos id&. 

Die wahre Anomalie hat daher die merkwürdige Eigenschaft, dafs derjenige 
Theil ihres Differentials, welcher von der Veränderlichkeit der gestörten ellip- 
tischen Elemente herrührt, das Differential eines Elements ist; das heifst, dafs 
in demselben die Differentiale der gestörten elliptischen Elemente blofs Func- 
tionen der elliptischen Elemente sind, ohne noch / zu enthalten. Dies hat 
mich veranlafst, zu untersuchen, ob es noch andere Functionen der elliptischen 
Elemente und der Zeit giebt, welche die Eigenschaft mit der wahren Ano- 
malie gemein haben, dafs in dem Theil ihres Differentials, welcher von der 
Veränderlichkeit der elliptischen Elemente herrührt, die Coeflicienten der Diffe- 
rentiale der letztern nur Functionen von ihnen sind, ohne noch explicite die 
Zelt zu enthalten. 

CreU«*f Jooriuil f. d. M. Bd. XLII. Heft 1. 4 
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Es ist vielleicht zweckmSfsig, den Namen ideale Coordinaten auf alle 
Functionen von Elementen und der Zeit auszudehnen, in deren erstem Diffe- 
rential der von der Veränderlichkeit der Elemente herrahrende Theil für sich 
besonders verschwindet. Um diese Eigenschaft noch auf andere Gröfsen als 
diejenigen, welche sich auf blofse Functionen von x, y, t, t reduciren, aus- 
dehnen zu können, war es nöthig, zuvor den Begriff eines Elements auf die 
oben angegebene Art zu verallgemeinern, weil ich in meinem ersten Schreiben 
gezeigt habe, dafs keine andern Functionen .der elliptischen Coordinaten und 
der Zeit existiren, welche ideale Coordinaten in der angegebenen Bedeutung 
sein können. 

Wenn man diese Erweiterungen der Begriffe der Elemente und der 
idealen Coordinaten zuläfst, so kann man die oben gestellte Aufgabe so fassen : 

Functionen der veränderlichen willkürlichen Constanten und der 
Zeit zu finden, welche sich durch blofses Abziehen eines Elements 
in eine ideale Coordinate verwandeln. 

Der Theil von df, welcher von der Veränderlichkeit der elliptischen 
Elemente herrührt, erhält die Form des Differentials eines Elements, 

dw-^cosidS-, 

nur dadurch, dafs man die drei oben angegebenen Bedingungsgleichungen be- 
nutzt, welche zwischen den Differentialen der elliptischen Elemente Statt finden. 
Es wird daher die Aufgabe in ihrer vollständigen Bestimmung so heifsen: 

9 Es ist eine Function von t und den sechs veränderlichen willkürlichen 
Constanteu a, b, c etc. von der Beschaffenheit zu suchen, dafs ihr, in 
Bezug auf die sechs Gröfsen a, b, c etc. genommenes Differential mit- 
telst der drei Bedingungsgleichungen: 

_rffl-j._dj+_rfc-l- etc. = 

in einen Differential -Ausdruck 

Ada'\^Bdb']^CdC'{^eio. 

verwandelt werden kann, in welchem A, B, C etc. blafs Functionen 
von a, b, c etc. sind, ohne / zu enthalten."' 
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Obgleich es mir nicht gelungen ist, diese Aufgabe allgemein zu lösen^ so will 
ich Ihnen doch in der Kürze die Betrachtungen, die ich darfiber angestellt habe, 
mittheilen. 

Es sei f die gesuchte Function, so mufs es drei solche Factoren k^ 
fi, V geben, dafs die sechs Ausdrücke, 

df t .dx , dy \ dz ^ 

df \^dx i dy j_ dz 

db'^^db'^^db'^^% ~ 

etc. etc. , 

von t unabhängig werden. Bezeichnet man mit Lagrange das partiell nach 
t genommene Differential mit einem Accent, so folgen hieraus die sechs 
Gleichungen: 

da +^öa +'^ö7 + '^ö7 + *ö^ + ^a^ + '^aa " " 

db ^^ db +^ db +^ db +^ db^f^ db +^ Ö6 — ^ 

etc. etc. 

Denkt man sich jetzt f statt durch t^ a, b, c etc. durch t, x, yl z^ x\ y\ ^ 
ausgedrückt, so ergeben sich hieraus die folgenden sechs Gleichungen: 

Es mofs daher f den folgenden drei Gleichungen genügen: 

.5/' . Sf . df 

f4^ a^ _ Qf' 87 _ df dz' _ df 

'- -* dt ~ dx ' rft ~ o!r ' <" ~~ dz' 

Wenn E eine FQnction der verflnderlichen willhflrlichen Constanten bedeutet, 

und mittelst der Gleichungen der ungestörten Bewegung durch x,y, z, x', 

y', z', t ausgedrückt wird, so hat man, wie, glaube ich, hagrange gezeigt 

hat, die Gleichungen, 

, dEr .dB . dB 

öx» dB "'dy dB dz' _ dB 



dt dx ' dt dy '* dt dz ' 

welche von den vorstehenden nur durch die Zeichen der zweiten Glieder ver- 
schieden ist. Dieselbe Analysis, durch welche man diese letaleren Gleichungen 

4* 
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beweiset^ zeigt auch, dafs man den drei Gleichongeb (^.) die folgende Form 

geben kann: 

df" _ o[§fL iT _ oiT iiT _ ^dr 
dj:' ~ ^ dx'' ay ~ dr ' dz' ~ ^ dz^ 

wo /" das zweite Differential von f nach t bedeutet. Alle Differentiationen 
nach t werden hier im Sinne der ungestörten Bewegung genommen, so dafs 

man a, 6 etc. dabei als Constanten zu betrachten, oder far -^, -—>, -^-- 

'1' *%* ^ 
die Werthe r^ — t"» »" ^^u substituiren bat. 

Die Gleichungen (^.) mfissen erfailt werden, wenn man für /' die 
wahre Anomalie annimmt. Um diese Verification zu machen, bat man zuerst 
f durch X, y, z, x', y', z', t auszudrflcken , was mittelst der Formel, 

ff }/^ 

geschieht, wo 

a = (yz'-zyy^izx'-xz'f + ixy'-yx'f 
ist. Man erhalt hieraus, 

dfl _ i da^ 

djc' ~ 2ya.r* 'dx' 

ML = 1 ^ da 2xVa 

öjr 2|^a.r* dx r* ' 

. da 



und da a einer wlllkarlichen Constante gleich, also -^=0, — j— - = — — ist: 



d 



dx' r' da i da 



dt Va.r^ dx' 2/a.r» dx 

df 

Da dieser Ausdruck =-^ sein soll, so ist die zu beweisende Gleichung: 

da , , da 2a 

dx "^ 9.r' r ' 

und es werden eben so die beiden andern Gleichungen (^1.) zu 

^ da ,, da 2a ^ 9» i ^r da 2a 

Man sieht leicht, dafs diese Gleichungen erfällt werden, wenn man die Werthe, 

|2. = 2x{x''i^y^-Lz'')-2x'rr^ 

da 



dx 



.f 



2x'r' — 2xrr' 
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da 

und die analogen für -^— , etc. substitairt. Es ist also die durch die Glei- 
chungen (A.') ausgedrflckte Eigenschaft von f erwiesen, wenn man fflr f die 
wahre Anomalie nimmt. 

Man erhalt sogleich auch noch einen andern Werth von f, welcher 
den Gleichungen (il.)) 

dt ä^' *^- 

Genüge leistet, wenn man 

setzt and die Differentialgleichungen des ungestörten Problems zu Hülfe nimmt. 
Man findet hieraus /' selbst auf folgende Art. 

Nennt man a die halbe grofse Ache, so folgt aus den Gleichungen 

l(arV-fyy + «V)+g^ = 1 

die folgende: 

woraus man durch Integration 

erhfllt, oder 9 wenn u die excentrische Anomalie bedeutet, 

r= 2;^ + 2i/a.e Sinti. 

Diese Function wird also die Eigenschaft der wahren Anomalie haben, sich 
durch blofses Abziehen eines Elements in eine ideale Coordinate zu ver- 
wandeln. Das abzuziehende Element findet man auf folgende Art. 

Bezeichnet man die Differentiationen nach den veränderlichen .willkür- 
lichen Constanten durch die GharacterisUk S, so wird fflr den vorstehenden 
Werth von f: 

Wenn r die mittlere Anomalie für / = ist, so hat man 

-r4-r =11 — «smti; 
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woraus der Werth von du mittelst der Gleichung 

— ^'-^da-\-dx-\'Svatide = {\—ecosu)du 

in 
erhalten wird. Man hat demnach 

df =± •^a{\-\-ecosu)du — '^adr.-\-—^ — da-i^^asmude. 
Hiezu addire man den verschwindenden Ausdruck 

Setzt man mit Lagrange, 

x = aX+ßY, y = a,Xi-ß,Y, z^a^X-\-ß,Y, 

wo 

X = acosu — ae, Y= ay(i—e^)8\nu, 

so wird 
= x'dx'\-y'dy'{^z'Sz = {aX'-\-ß Y'XadX'\- ßdY'\-Xda + Ydß) 

-^{a,X'^ß,Y'Ka,dX^ß,dYi-XSa,+ Ydß,) 
•\-{a^X'-^ß^Y'){a^dX'^ß^dY^Xda^'\- Ydß^) 
^X'dX^ Y' dY'\-{ßda^ ß,da,-\- ß^da:;){XY' - FX') 

= ^a{\^4^cosu)duJ,'^da-a{X^-\-^^^ 

+ (/? (Ja + ß, da, + ß^da^) |/(a (1 - ^)). 

Zieht man diesen Ausdruck von dem obigen Werthe von df 9ik^ und bemerkt 
noch, dafs 

-yy I e Sinti i^y esinu 

^+7(1117^^ — ^ 

ist, so erhftlt man für df folgenden Ausdruck von der verlangten Form, in 
welchem die Co&fficienten der Differentiale der veränderlichen willkQrlichen 
CoQStanten nur Functionen der vertaderlicben wiükürlicben Constanten sind: 

Die vorstehende Analysis führt daher zu der neuen idealen Coardhuste, 
die ich mir Ihnen vorzulegen erlaube , nemlich: 

Multiplicirt man mit f und substituirt den Werth 

ßda'\' ßidai-\-ß2da^ = rf;f = dw-\-cosid&. 
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so wird die neue ideale Coordinate: 

ya(U'{-iesmu)'\-iJyaQdT'{-y(i — e')(^^ 

Es wfire nidit ohne Interesse, mehrere solcher idealer Coordinaten auf- 
zusuchen , und zu sehen , ob vielleicht einige derselben bei den anzustellen- 
den Entwicklungen einen ähnlichen Nutzen, wie der von Ihnen eingefflhrte 
Winkel r^, gewähren. 

Es ist noch zu bemerken, dafs ein Ausdruck Ada'\-Bdb'\- etc. ^ in 
welchem A, B etc. blofs Functionen der veräuderlichen willkürlichen Con- 
stanten sind, nur auf eine einzige Art diese Form annehmen kann. Es folgt 
dies daraus, dafs es unmöglich ist, drei Factoren l, fi, v so zw bestimmen, 
dafs die sechs Ausdrflcke, 

, Ar , ör , dz -^djp i öv i dz . 

gleichzeitig blofsen Functionen von a, b etc. gleich werden. In der That 
mflfste man in diesem Falle die sechs Gleichungen, 

etc. etc. , 

haben. Soll nun nicht gleichzeitig l, /j^, v, V, ft!, v' verschwinden , so mOfste, 
wenn ich mich einer von mir eingeführten Benennung bedienen darf, die 
Functionaldeterminante von Xy y, z, x', y\ z' verschwinden, und zwar 
identisch, weil es im ungestörten Problem keine Gleichung zwischen t, a, b etc. 
geben kann. Aus dem identischen Verschwinden dieser Functional- Determi- 
nante würde aber, wie anderweitig bewiesen worden ist, folgen, dafs es eine 
Gleichung zwischen x, y, z, x\ y', z\ t ohne alle willkürliche Constante gäbe, 
und eine solche kann,- wie ich ebenfalls an einem andern Orte gezeigt habe, 
niemals aus den vollständigen Integralgleichungen abgeleitet werden. 

Diese Eigenschaft der Ausdrücke Ada-^-Hdh^ o\o.^ welche sogleich 
aufhört, wenn A, B etc. auch noph t enthalten, scheint es desto mehr zu 
rechtfertigen, wenn man ihr Integral durch einen besondern Namen (Element) 
auszeichnet. 
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3. 

Auszug eines Schreibens des Herrn Professor 
Richelot an Herrn Professor Jacobi. 



■ 

Königsberg, den 27ten Deceinber 1850. 

130 eben erhalte ich von Luther, welcher mich gestern nicht zu Hause 
gefunden hat, einige Zeilen, worin eine mir von Ihnen gemachte Mittheilung 
enthalten ist. Schon lange habe ich Ihnen schreiben wollen, jedoch nicht 
eher, bis ich Ihnen gute Nachrichten von meinen Arbeiten geben konnte. Ich 
hatte mi^ aber zuletzt, unter allen Umständen das alte Jahr nicht vorflbergehn 
zu lassen vorgenommen, ohne Ihnen ein Lebenszeichen zu geben. 

Ich knüpfe an Ihre Mittheilung an. Zu meinem letzten Vortrage Ober 
bestimmte Integrale habe ich die alten Methoden von Cauchjf etwas grQndlicher 
durchzugehen Veranlassung genommen, und durch eine leichte Modification 
derselben eine Anzahl von Sätzen entdeckt, welche ich Ihnen hier mittheile. 
Es werden sich dieselben aus der Quelle, die Ihnen zufolge der mir ge- 
machten Mittheilung zu Gebot steht, wahrscheinlich ebenfalls ganz leicht ergeben. 

Ich definire {X-\-iYY^ wenn F^O und a reell ist, durch die Gleichung 
(JC-f iF)« = ]/(A:HI^')"(cosatf+isinatf), 
wenn 

X = |/(J:^+ r^)cos*, Y = |/(J?+ F^)sintf 

gesetzt wird, und — nKiB'^n^ endlich die Quadratwurzel positiv genom- 
men wird. 

Dann ist einer dieser Sfltze: 
yyEnsei f{±_X'\-iy) eine beliebige continuirliche Function, welche weder 
für x = oo noch y = xj unendlich wird. Es sei ferner 

«1^0, 0<a<l, a-f./?+y>l, 
*i^0, 0</?<l, 
Ci^O. 0<y<l, 
etc. etc. , 

so ist 



y 



— • 
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Wenn p eine ganze Zahl bedeutet und die Fnnction 

f(±£±M. 

weder fflr a-=oo noch för y=oc UDendlicb wird, so ist unter den sonst 
gleichen Bedingungen: 

/+' fxdx 

~ ^^*l AP Ja-. "~ 1.2. ..p—l ' 
wo der Kflrze wegen 



Fz 



fz 



(z — a^a^i)'i^—b^\^b^i)P^z — c-{■c,i)r . . . 

gesetzt ist, und F^"^^ (m -{- ni) den (/?— l)ten Differentialquotienten bezeiciinet. 

Ich habe diese beiden Sätze jetzt wörtlich aus meinem Hefte abgeschrie- 
ben, ohne sie heute wieder geprüft zu haben. Da ich vorläufig nicht dazu kom- 
men kann, jene Modificationen der Cauchj/schen Methode gehörig auszuarbeiten, 
so flberiasse ich Ihnen, mit dieser Mittheilung zu machen was Sie wollen. 

Nun zu einer andern Arbeit, welche Ihnen, wie ich glaube, nicht mifs- 
fallen wird. Nachdem ich meine, Ihnen schon früher mitgetheilte Behandlungs- 
art des Problems der Rotation im Januar dieses Jahres zum erstenmal auf 
einem freilich sehr mühsamen Wege zu Ende geführt hatte, bin ich endlich 
zu einer ganz einfachen Integration der partiellen Differentialgleichung, von der 
nach Ihrer Theorie dieses Problem abhängt, gelangt. Ich schreibe Ihnen das 
Hauptresultat hin, woraus Sie sofort alles übrige beurtheilen können. 

Die partielle Differentialgleichung ist, wenn A, B, C, 0, (p, ip dieselbe 
Bedeutung wie bei Poisson haben: 






Die erste Lösung , . welche ich fand , ist folgende : 
V = <i<4-yi y - y, arctang ^^^,_^'. _ ^.^ 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 1. 5 
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wo /i, tpi und (f Constanten sind, nnd (pi und 0i durch die Gleicbongen 

zu bestimmen sind. Sie erkennen sofort, da& Ihre Integralgleichung des Pro- 
blems der Rotation, welche Sie durch die Methode des letzten Multiplicators 
gefunden haben, hiemit im Zusammenhange steht. Ich hatte mich durch die 
Verwicklung der Formeln nicht abschrecken lassen, durch partielle Differen- 
tiation nach /ji, tpi und q die drei flbrigen Integrale abzuleiten, und fand, dafs 
die Differentiation nacli (f Ihre Integralgleichung mit einem constanten Factor 
multiplicirt liefert. 

Meine zweite (jetzige) Lösung ist folgende: 

Wenn ich ein sphärisches Dreieck nehme, dessen Seiten durch 

und dessen Winkel durch 

N, Ay M 

bezeichnet sein mOgen, und ich setze dann 

N constant, M = ti — 6, 

(■^-2")sin'(<;p + i^)sin'il-|-(-^-g-)cos^(y-f y)sitf-^ = ip- + -^^ 

wo Q und ti constant sind, so ist die Lösung: 

V = /|/ — p(^ — VjeosN — Qfi'\-Ql cos Ad{(p'\'V). 

Hieraus leite ich Alles, was dazu gehört, fast ohne Rechnung ab; so wie ich 
auch diese Lösung selbst fast ohne Rechnung finde. Einige Schwierigkeit hat 
mir die Natur der neuen Variabein und das sphärische Dreieck gemacht. Ich 
habe sie aber überwunden. 

Es ist wohl möglich, dafs Ihnen diese Sachen von einem andern Stand- 
puncto aus leicht erscheinen, aber mir haben sie einige Mühe gemacht, und ich 
mag sie daher auch fOr mehr werth halten, als sie sind. Jedenfalls freue ich 
mich, sie fertig gemacht zu haben, um mich jetzt in die Rosenhainsche herr- 
liche Arbeit versenken zu können, aus welcher ich den Muth zur Ausarbei- 
tung meiner Transformation schöpfen will. 
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4. 

Auszug eines Schreibens des Prof. C. G. J. Jacob i 

an Herrn Prof. Heine in Bonn. 



Gotlia, den lOten Januar 1851. 

!3ie haben in Ihrem ^ Beitrag zur Theorie der Anziehung und der 
Wärme'* im 29ten Bande des mathematischen Journals, eine neue Lösung der 
von Lame behandelten Aufgabe darauf gegrflndet, dafs der Ausdruck 

der partiellen Differentialgleichung 



genOgt, wenn 



und ferner 



y/ eine willkOrliche Constante bedeutet 



istf Wo a<zb<ic gegebne Constanten sind; endlich 



.ta, = ^ 



COS t] cos d- 

COS Tj sin & 






ist. 



Ich habe mir hier erlaubt, die in meiner ,,particulären Lösung *' im 
36ten Bande des Journals angewandte Bezeichnung beizubehalten und för Ihre 
Winkel & und (p respective ^n — rj und & zu schreiben. Setzt man, wie dort 

C€ == V, CBi = K. — t^j , c«2 == t?2 , 

und bezieht die elliptischen Functionen auf den Modul 



36 4. Auszug eines Sehreibens des Prof. C. 6. J. Jacobi an Herrn Prof. Heine. 



80 ist 



woraus 



Q = cJam{iv) 
Q2 = f.-T-tgam(ipO 

sin Tj = -:- ^/ am »1 tg am (i»2) 



n cos am v« 

COSI/COSt?^ =- * 



cos am (iv^) 



. n smamt;, Jam(it*.) 

cosi^sino- = ^ ,. , *' 

' cosam(4t;s) 

folgt. Es wird ferner die partielle Differentialgleichang zu 

^ + ^ + n(n4.1)(^amr, + Ä'^tg^ami.,)Jr„ = 0. 

Es wird Ihnen vielleicht nicht ganz uninteressant sein, zu sehen, wie man 
mit Hälfe der elliptischen Additionsformeln durch einfache Betrachtungen von 
dieser Differentialgleichung mit Noth wendigkeit zu dem obigen Ausdruck von X^ 
gelangt, wenn man die alleinige Voraussetzung macht, dafs X^ die itte Potenz 
einer von n unabhängigen Function sein soll. 

Ich führe zuerst an die Stelle von Vi und ^2 als unabhängige Variabein 
die Gröfsen 

t7i-|-ii?2 = w', Vi — iv2 = fv" 

ein. Es wird dann 

d Xn d Xn I d Xn i c\ B^Xn 









dvl dw'* du/'* ' ^ du/dw" 

und daher die vorgelegte Differentialgleichung: 

Es sei jetzt 
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so wird 



dtc^ du/ 

Wenn man den letzten Aasdruck in die DiiFerentlaigleichang snbstitnirt, so 
sieht man, dafs fflr den besondern Fall wo 

du/du/" ^ 

der Exponent n aus ihr gänzlich herausgeht, und dafs umgekehrt, wenn es 
eine Lösung X„=I7'~"' geben soll, in welcher U von n unabhängig ist, die 

Gleichung ^ .^ .^ = Statt finden oder U die Form 

haben mufs, wo V Function blofs von w', U" Function blofs von w'' ist. 
FOr diesen Fall verwandelt sich durch die Substitution 

in welcher ü' Function blofs von w', ü" Function blofs von w" ist, die 
partielle Differentialgleichung in die folgende: 

aus welcher n ganz herausgegangen ist. 

Es ist jetzt der wichtige Umstand zu bemerken, dafs sich der Ausdruck 

^^amri-f Ar'^tg'amCirj) = -^(qI—qI) 

auf eine einfache und rationale Art durch die elliptischen Functionen darstellen 
läfst, deren Argumente w'= Vi'\-iv2 und w' = Vi—iv2 sind. In der That hat man 
zufolge der in den y^Fundamentis'^ gegebenen Additionsformeln (11, 32 u. 33), 

N(i'\- J am w'J am w") = ^/^amri-|--^^ani(ir2) 
iVcos(amfr' — amti^") = cos^am(fr2) — sin'^ am (ir^ z/^ am f?i , 
wo 

N = 1 — A:^si«^amriSin^amCf>2) 
ist. Es folgt liieraus 

JV. J am w'J am w" = ^^ am Ti — Ä* sin^ am (irj) cos^ am r^ 

= J^ am Vi cos^ am (ira) -f k'^ sin* am (it^j) 
iV(l -f cos (am !€>' — am ir")) = 2 cos^ am (tra) , 
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und es ist daher 

Die zu erf aliende partielle Differentialgleichung wird daher ^ 

^'S;;?""^^^^^ +^ ^ '1 + 008(810 tt/-amti^O " "' 

Da V Function von w' und ü" Function von w" ist, so kann man 
auch 17' als Function von «'•'""'' und U" als Function von tf •*"^' betrachten. 
Setzt man 

so wird 

g^ = f^amu,"./'-gpr 
l + cos(amir' — amip") = %T,,,/ , 



2t't 



and daher 



dü> dv^ _ fü^-\-ü>>\* 



dt' dt" \ f-p 

Es folgt hieraus 

und wenn man hintereinander nach t' und i" differentiirt, 

a *m/ö^' aJdU" ^ ,„Jdü'' ^JdV 

^'*iw fiv, f^nv ^\w __ ^ 

dt' 'SP' ' Qi„ ' Qtf — "• 

Diese Gleichung kann nur erffllit werden, wenn gleichzeitig 

— 5? — = "-^r- "^^ — W' — =-"-ä?^ 

ist, wo a eine Constante bedeutet. Die Integration giebt, 

wo (¥, ß", y, f" ebenfalls Constanten sind. Substitoirt man diese Werthe 
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von ü' and U" in die Differentialgleielrang, 

du' du" _ /ü'+ vy 

dt' dt" ~ M'+<" /' 

SO erbfllt man, wenn man die Qoadratwarzel auszieht ond mit 

(<'+0(''-«)(«"+«) 

multiplicirt: 

ß'ßf'it'^t") = -/9"/9"(<'-a)-/9'/9'(r + «)-j-(y'-|-y")(<'-a)(<"4-«). 
Diese Gleichang kann nur erfüllt werden, wenn 

/ + /' = , ß'ß' = ß"ß'' = ß'ß" 
ist. Setzt man ß'ß' = ß"ß" = ß, so wird 

JT ri'A.WT' /?(<'-{'<") 

Es wird daher 

x.==p-=^j "'-ry> i% 

und dies ist die allgemeinste Lösung der vorgelegten partiellen Differential- 
gleichong, in welcher X^ der nten Potenz einer von n selbst unabhängigen 
Function gleich wird. 

Wenn a' und a!^ die Amplituden zweier Argumente sind und o' die 
Amplitude ihrer Summe bedeutet, so hat man, wenn 

N = 1 — *^sin^a'sin"a" 
gesetzt wird, 

Bief"' = cos a' cos a" — sin a' sin a^Ja'Ja^' 

4" t (sin a' cos a"Ja" -f sin a" cos a!Ja') 

oder 

iV^'"' = (cos a" -f f sin a"Ja') (cos a' + • sin a'Ja"). 

Es ist ferner 

iV = (cosa"-[-tsina''-^a')(cosa" — i sin a"^a') 
= (cos a' -f » sin a!Ja") (cos a' — i sin a'Ja") , 
und daher, wie ich in der oben genannten Abhandlung bemerkt habe, 

.^,, __ cosa^-|'»™<'^^<°^^ cos a"-}"i sin a" Ja' 

cosa" — i sin a!'Jc^ cosa'— tsina'Ja" ' 

Nennt man a" die Amplitude der Differenz der beiden Argumente, so erhält 
man aus dieser Formel durch Änderung von a'' in — a''; 

.^/ coso'-f ^'^''^^'^^'^ cosa" — isina^Ja' 

C08a"-f-»sina"Ja^ cos«' — isino'Ja" ' 
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Nimmt man i^i und ir, fflr die beiden Argumente, so wird 

a' = amt?i, a" = am(ir2), o' = am(ri-f tPj), a" = am(ri — ivj) 

ferner zufolge der zu Anfang gefundnen Formeln, 

sin?? = — i^a' tga" 
ö cosa' 

cos 17 cos O- = TT 

' cosa'' 



. a sin a' Ja" 

cosi/sino- = „ , 



cosa' 



und daher auch 



Man hat daher 



tg* = iga'Ja". 



cos?; 

cos 17 ' 

woraus auch 

/'j.;" = -?£Ü, /'-/' = ^2tg??<?'^ ^7' = «^'^ 

folgt. Es wird daher 

-^ — .,Vfif ^ — ' = Kcosrje'^ — 2asm Tj — a^ cos 7] e'^). 



+ 
Setzt man 



a = ie*'^, 



so verwandelt sich diese Formel in die folgende, 

^^'"^r'xiil"^''^ = -(asin??+ifCOS7/i?''(^-V'>+^tcos?7i?-''^^-^^^ 

= — iV^ (sin ?/ -f cos ?j cos (^ — i/')). 

Es wird daher, abgesehen von einem constanten Factor, der allgemeinste Aus- 
druck von X„, welcher eine nte Potenz einer von n unabhängigen Function ist, 

(sin ?j -f- cos ?j cos(i* — v^))% 
w. z. b. w. 
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5. 

Über die Zusammensetzung der Zahlen aus ganzen 

positiven Cuben; nebst einer Tabelle für die kleinste 

Cubenanzahl, aus welcher jede Zahl bis 12000 

zusammengesetzt werden kann. 

(Von Herrn C, G. J. Jacobi, f weiland Professor zu Berlin.) 



In den j^Medifationes Algebraicae von Eduard Waring (S. 349 der 
3ten Ausgabe. Cambridge 1782.)'' wird der Satz ausgesprochen, dafs zur 
Zusamtnensetzumg der Zahlen aus (ganzen positiven) Cuben deren nie 
mehr als 9, zur Zusammensetzung der Zahlen aus (ganzen) Biqua-- 
draten deren nie mehr als 19 erfordert werden. 

Der Satz, dafs jede ganze Zahl die Summe von 9 oder weniger ganzen 
positiven Cuben ist, wird durch eine im 14ten Bande dieses Journals mit- 
getheilte Tabelle bestätigt, weiche fOr jede Zahl bis 3000 die kleinste Anzahl 

« 

von ganzen positiven Cuben angiebt, aus welchen sie durch Addition zusam- 
mengesetzt werden kann. Diese Tabelle ergab zugleich den merkwürdigen 
Umstand, dafs die Zahlen, zu deren Zusammensetzung 9 oder 8 Cnben erfor- 
dert werden, sehr bald aufhören, und dafs die Zahlen, zu deren Zusammen- 
setzung 7 Cuben gebraucht werden, gegen das Ende der Tabelle so spärlich 
vorkommen, dafs es wahrscheinlich wurde, auch sie würden Aber eine gewisse 
Gränze nicht hinausreichen, oder dafs alle Zahlen, welche diese Grenze über- 
steigen, aus 6 oder weniger ganzen positiven Cuben zusammengesetzt werden 
können. Ja selbst diejenigen Zahlen, zu deren Zusammensetzung man 6 Cuben 
braucht, kommen bereits gegen das Ende dieser Tabelle weniger häufig vor. 
Sollten auch diese Zahlen einmal gänzlich aufhören, so würde der Satz gelten, 
dafs alle Zahlen , welche eine gewisse Gränze übersteigen, die Summen von 
6 oder weniger ganzen positiven Cuben sind. 

Die Anwesenheit des durch seine bewondernswürdige Fertigkeit und 
Sicherheit berühmten Rechners Dose veranlafste mich vor einigen Jahren , den- 
selben aufzufordern, eine ähnliche Tabelle, wie die erwähnte, in gröfserem Um- 
fange, für alle Zahlen bis 12000, zu berechnen; wobei sich denn mehrere Fehler 
der früheren Tabelle ergaben. So wurde gefunden, dafs nicht blofs die eine 
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Zahl 23^ sondern auch noch eine zweite, 239, zu ihrer Zusammensetsung 
9 Guben erfordert. Es waren ferner unter den 15 Zahlen, die nach Herrn 
Daaes Rechnung aus acht und keiner kleinern Anzahl Guben zusammenge- 
setzt werden können, nemlich: 

15 22 50 114 167 175 186 212 
231 238 303 364 420 428 454, 
die beiden Zahlen 231 und 303 nicht als solche aufgeführt, und dagegen die 
Zahl 239 irrthQmlich darunter angegeben worden. 

Die Zahlen, zu deren Zusammensetzung sieben Guben erfordert werden, 
sind die folgenden: 

7 14 21 42 47 49 61 77 85 87 103 106 111 112 113 122 140 
148 159 166 174 178 185 204 211 223 229 230 237 276 292 295 
300 302 311 327 329 337 340 356 363 390 393 401 412 419 427 
438 446 453 465 491 510 518 553 616 634 635 644 670 671 679 
735 787 806 833 850 852 894 913 950 958 976 1021 1122 1148 
1174 1175 1210 1236 1239 1300 1337 1452 1453 1454 1489 1580 
1634 1671 1679 1697 1912 1938. 1957 1965 2039 2110 2166 2183 
2299 2426 2660 3020 3172 3452 3639 3685 3964 4306 4369 4388 
4703 4775 4882 4982 5279 5305 5306 5818 8042. 

Die Anzahl dieser Zahlen bis 3000 beträgt 103, von welchen in der 
froheren Tafel 29 fehlen, während bei 4 Zahlen irrthQmlich die Gubenanzahl 
7 angegeben ist. Man sieht daher, dafe auch in Bezug auf das früher be- 
rechnete Intervall von 1 bis 3000 die von Herrn Dase berechnete Tafel als 
ganz neu zu betrachten ist. 

In der früheren Tafel waren unter den im Vorstehenden angegebnen 
Zahlen die drei Zahlen 2299, 2426, 2660 ausgelassen, und deshalb in einem 
Intervall von über 800 Zahlen keine mehr gefunden- worden, deren Zusam- 
mensetzung 7 Guben erforderte; man hielt es daher für wahrscheinlich, dafs 
2183 die letzte von diesen Zahlen sei. Aber man sieht, dafs es nach der- 
selben noob 21 Zahlen giebt, die aus nicht weniger als 7 Guben zusammen- 
gesetzt werden können. Nach der Zahl 5818 findet sich erst nach einem 
Intervall von über 2000 Zahlen eine solche Zahl (8042) wieder, und nach 
dieser ist, in einem Intervall von fast 4000 Zahlen, keine weiter gefunden 
worden, so dafs es sehr wahrscheinlich ist, dafs alle Zahlen, welche die 
Zahl 8049 an Crröfee übertreffen, die Summe von 6 oder weniger 
Guben sind. 
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Um am leichtesten öbersehen zu können, wie sich die Zahlen, zu deren 
Zusammensetzung 2, 3, 4 etc. Cuben erfordert werden, vertheilen, habe jßh 
ihre Anzahl fQr jedes Intervall zwischen 2 aufeinander folgenden Cuben von 
1 bis 22^ in der folgenden Tabelle angegeben. 

Tabelle für die Anzahl der zwischen je zwei aufeinander folgenden Cuben von 
1 bis 23' enthaltenen Zahlen, welche in 2, 3, 4, . . 9 und in nicht weniger Cuben 

zerlegt werden können. 
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Nach der frOher fOr die Argumente von 1 bis 3000 berechneten Tabelle 
befanden sich von den Zahlen, deren Zusammensetzung sec/uf Cuben fordwt, 
in dem Intervalle 12' bis 13' noch 75, dagegen zwischen 13' und 14' nur noch 
64, wahrend in der That nach der obigen Tabelle davon in dem ersten In- 
tervalle 91, in dem zweiten 90 vorhanden sind; was eine viel geringere Ab* 
nähme dieser Zahlen ergiebt. Die Anzahl dieser Zahlen in den Intervallen 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Cuben von 12' bis 22' betrfigt, wie 

6» 
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man aus der obigen Tabelle sieht, 

91 90 91 110 109 112 105 113 100 116, 

und fährt daher im Ganzen noch immer zu wachsen fort. Man wird aber^ 
mit einer einzigen Ausnahme, lauter abnehmende Werthe erhalten, wenn man 
die vorstehenden Zahlen durch die Anzahl aller in den entsprechenden Inter- 
vallen befindlichen Zahlen dividirt; was die folgenden Brüche giebt: 
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Es ist daher wohl kein Zweifel, dafs die Zahlen, zu deren Zusammensetzung 
.sechs Cuben erforderlich sind, immer seltner werden; doch mögen sie erst 
sehr spdt gänzlich aufhören. 

Aus der obigen Tabelle ersieht man auch, dafs die Anzahl der Zahlen, 
zu deren Zusammensetzung drei Cuben hinreichen, für das Intervall von 
1 bis 6000 beständig gröfser ist, als die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusam- 
mensetzung sechs Guben erforderlich sind^ während in der zweiten Hälfte der 
Tafel beständig das Gegentheil Statt findet. 

Die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusammensetzung /iln/* Cuben erfor- 
derlich sind, flbertrifFt beständig die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusammen- 
setzung nur vier Cuben erfordert werden. Aber der Überschufs der einen 
Anzahl über die andere nimmt gegen das Ende der Tafel ab. Es fragt sich, 
ob in der Folge die zweite Anzahl der erstem sich immer mehr nähern, oder 
vielleicht dieselbe von einer gewissen Gränze an sogar übertreffen wird. 

Man hat der Haupttafel eine aus derselben leicht zu entnehmende Tabelle 
der Zahlen bis 12000 hinzugefügt, welche die Summen von zwei oder drei 
Cohen sind. Da alle Cuben, durch 9 dividirt, nur die Reste und ±1 lassen, 
so folgt, dafs die Summen von zwei Cuben, durch 9 dividirt, nur die Reste 
0, ±1, ±2, und die Summen von drei Cuben, durch 9 dividirt, nur die 
Reste 0, ±1, ±2, ±3 lassen können. Erst die Summe von vier Cuben 
können, dnrch 9 dividirt, alle Reste lassen. Das Gleiche gilt, wenn einer oder 
mehrere der Cuben negativ genommen werden. 
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Constroction der Tafel, welche für jede Zahl die kleinste Anzahl der ganzen positiven 
Guben angiebt, aus welchen dieselbe durch Addition zusammengesetzt werden kann. 

Es wird nicht überflüssig sein, über die leichteste Construction der 
Tafel einige Bemerkungen hinzuzufügen, da sie auch bei der Construction 
anderer Tafeln von Nutzen sein können, und sich oft erst, nachdem ihre Be- 
rechnung ganz oder zum Theil vollendet ist, diejenigen einfachen Betrachlun- 
%en darbieten, durch welche, wenn sie von Anfang an gemacht worden waren, 
eine wesentliche Erleichterung oder Abkürzung der Arbeit hätte erzielt wer- 
den können. 

Die Zahlen, zu deren Zusammensetzung tn Guben erfordert werden, 
werde ich mit (m; bezeichnen. Die aufeinander folgenden Zahlen, welche in 
die kleinste Cubenzahl zu zerlegen sind, sollen die Argumente der Tafel 
bilden und ihre Felder diese kleinste Cubenanzahl enthalten. Es werden 
demnach die Zahlen (1), (2), (3) etc. die Argumente sein, deren zugehörige 
Felder respeclive die Zahlen 1, 2, 3 etc. enthalten. 

Sind bereits die Zahlen 1, 2, . . m in ihre Felder eingetragen und 
daher die Zahlen (1), (2), .. (m) bekannt, so hat man m-fl ^^^ allen Ar-- 
gumenlefi (m)-f ^ einzutragen ^ bei denen noch leere Felder angetroffen 
werden. Denn alle Zahlen (m) -f jr^ sind die Summen von m -{-- 1 Cuben^ weil 
die Zahlen (r/i) die Summen von m Guben sind, und sie können nicht die 
Summen von weniger Guben sein, wenn bei ihnen ein leeres Feld angetroffen 
wird, weil alle Felder, in welche kleinere Zahlen als m-\-\ einzutragen sind, 
der gemachten Voraussetzung gemäfs, bereits ausgefüllt sein sollen. Man 
kann nach dieser Regel nach und nach alle Felder der Tafel ausfüllen , indem 
man damit auffingt, die Zahl 1 in alle Felder einzutragen, deren Argumente 
die Gnbikzahlen selber sind. Es versteht* sich , dafs die Additionen immer nur 
so weit fortgesetzt werden, als die Summe nicht die der Tafel vorgesteckte 
Grfinze (hier 12000) überschreitet. 

Es soll bei diesen Additionen der Guben zu den Argumenten (m) ein 
für allemal festgesetzt werden, dafs mit den kleineren Guben begonnen und 
derselbe Gubus zuvor zu allen Argumenten (m) addirt werde, ehe man dazu 
übergeht, den nächst gröfseren Gubus zu denselben Argumenten zu addiren. 
Istilf eine der Zahlen (m), und findet man bei dem Argumente M-\-x^, wel- 
ches ich mit iM' bezeichnen will, ein noch leeres Feld, so ist dies nicht nur, 
wie im Vorhergebenden gezeigt worden , ein Zeichen , dafs ilf ' eine der Zahlen 
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(fn-f 1) ist, sondern es ist auch, unter defi gemachten Voraussetzungen, der 
Cubus x^ der kleinste von allen, welche bei irgend einer der verschiede- 
nen möglichen Zerfdltungen von M' in m-fl Cuben vorkommen können. 
Denn könnte irgend ein kleinerer Cabas bei einer dieser ZerfäUangen vorkom- 
men, so mQfste das dem Argumente ilf ' zugehörige Feld bereits bei den Addi- 
tionen dieses kleineren Cubus zu den Argumenten (m) ausgefflilt worden sein. 

Es folgt hieraus, dafs x^ auch nicht kleiner als irgend ein bei einer 
Zerfdllung von M in m Cuben vorkommender Cubus sein kann; denn jede 
solche Zerffillung giebt durch Hinzufflgung von üfi eine der Zerfällungen von 
M' in fii-f 1 Cuben. Da hiernach immer, wenn man bei dem Argumente 
iH' = Jf-|-^ ein noch leeres Feld finden soll, M>msx^ sein mufs, so wird 
es umgekehrt hinreichen , bei der Addition von a? zu den Argumenten (m) 
von solchen Argumenten anzufangen j welche >mar^ sind. Wenn man 
nfimlich a^ zu irgend einem Argumente M, welches <^mx^ ist, addirt, so 
kann man, dem Vorhergehenden zufolge, mit Bestimmtheit voraus wissen, dafs 
das zu dem Argumente M.'\-x^ gehörige Feld bereits mit m -|- 1 oder einer 
kleineren Zahl besetzt ist. 

Man kann eine noch gröfser^ Abkürzung der Arbeit erlangen, wenn 
man jedestnal, so oft bei einem durch die Addition von a^ erhaltenen 
Argumente ein leeres Feld angetroffen toird, in dasselbe, aufser der Cuben- 
anzahl, auch die Wurzel x einträgt Es sei nach dieset* Regel bei einem Ar- 
gumente ilf die Wurzel a eingetragen, so ist, wenn bei dem Argumente üf-j-or' 
ein noch leeres Feld angetroffen wird, dem Vorhangebenden zufolge, immer 

Es folgt hieraus, dafs wenn man zu den Argumenten (m), um daraus die 
Argumente (m-fl) abzuleiten, einen Cubus a^ zu addiren hat, diese 
Addition immer erspart werden kann, wenn die bei dein Argumente (r/i) 
neben der Cubenanzahl befindliche Zahl kleiner als x ist. Sollte man 
nSmlich x^ zu einem solchen Argumente addiren, so wOrde man ein Argument 
erhalten, bei welchem ein schon ausgefülltes Feld ist, und also eine unnütze 
Operation gemacht haben. 

Wenn nach vollendeter Eintragung der Zahlen 1, 2, . . i/i nur noch 
wenig Felder leer bleiben, so wird man besser thun, von den Argumenten, 
bei welchen die Felder noch leer sind, die Cuben abzuziehen, wobei man 
wieder erst nach Ausführung aller Subtractionen desselben Cubus zu dem 
nSchst gröfseren übergebt. Bedeutet Bi ein Argument, bei welchem das 
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Feld noch leer ist, so wird man die Subtractionen des Cubus x^ von 
solchen Argumenten iV anfangen ^ welche ^(^/^-f^)^ sind; und wenn 
sich bei detn Argumente N — oc^ die Cubenanzahl m eingetragen findet^ 
wird man bei N die Cubenanzahl m-f 1 eintragen. Es wird dies umge- 
kehrte Verfahren mit Vortheil angewandt, um die Argumente (7), (8), (9) nach 
einander aus den Argumenten (6), (7), (8) abzuleiten. Um die Argumente (6) 
aus den Argumenten (5) zu erhalten, würde man beide Metboden, der Addi- 
tionen und Subtractionen, etwa mit gleichem Vortheil anwenden. 

Man kann aber auch, indem man das für die Construction der Tafel 
aAgegebene Verfahren in allem Übrigen unverändert läfst, die Additionen oder 
Subtractionen, welche nöthig sind, um für ein gegebnes x je zwei Argumente 
M und M'\'X^ aus einander zu finden, ganz, oder zum bei weitem gröfsten 
Theil durch ein rein mechanisches Verfahren ersetzen. Man theile nämlich 
die Tafel in mehrere Theile, und construire jeden dieser Theile der Tafel auf 
einem besondern Streifen: so kann für ein gegebnes x die Bestimmung je 
zweier Argumente ilf und 3f-[-j^ aus einander, ohne eine Addition oder Sub- 
traclion, durch blofses Nebeneinanderlegen der Streifen geschehen. 

Für unsern Fall wird jeder dieser Streifen ohne Unbequemlichkeit 
1000 Felder umfassen können, wenn man die Argumente so ordnet, dafs in 
52:t/>ipt Verticalcolumnen am Rande die Einer von 1 bis 50 und 51 bis 100, und 
in einer obern Horizontalreihe die 10 Hunder/e gefunden werden; wie dies 
in der unten mitgetheilten Tafel der Fall ist. Man bezeichne die Streifen, 
welche die Argumente von 1 bis 1000, von 1001 bis 2000, von 2001 bis 
3000 etc. umfassen, respective mit 8i^ 82^ 8^ etc., und nenne Ai die auf 
dem Streifen 8i enthaltenen Argumente. Vt^enn ein gegebner Cubus a^ zwi- 
schen a.lOOO und (a-|'l).1000 enthalten ist, so werden die sämmtlichen 
Argumente Ai — x^ auf den beiden Streifen 8i^a und iSv.^.| zu finden sein. 
Um daher für ein gegebnes x die Argumente Ai und Ai — xi^ aus einander 
ohne Rechnung zu finden, wird man nur nöthig haben, neben die beiden Streifen 
8i^a und Si^a-^i^ welche man sich hiebei fest mit einander verbunden denken 
mag, den Streifen iS,* so zu legen, dafs die zu je zwei Argumenten Ai und 
Ai — x^ gehörigen Felder in dieselbe Horizontaliinie zu liegen kommen. Um 
dies für alle 1000 Argument^ Ai zu bewirken, braucht man, wie leicht zu 
sehen, 8; neben <S^/.«^i und iS^.« nur in zwei verschiedne Lagen zu bringen. 
Die eine Lage bringt die erste Horizontalreihe von jS^, die mit dem Argument 
(t — l}.1000-fl beginnt^ in die Linie, in welcher in <S«.«-.i das Argument 
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(f — l).1000-f 1 — ^ angetroffen wird; in der andern Lage kommt die letzte 
Horizontalreibe von jS»,, die mit dem Argument t.lOOO schliefst, in dieselbe 
Linie, in welcber sieb in Si^ das Argument f.lOOO — a^ findet. 

Wenn x = 10, oder x^=20 ist, brancbt man 8i nur seiner ganzen Länge 
nacb neben den einen Streifen Si^i oder Si^^ zu legen. Wenn x<i^Q ^st, 
wtrd Si^o der Streifen S^ selber. Man mufs in diesem Falle Si neben dem 
einen Streifen Si^^ in seine beiden Lagen bringen und aufserdem die auf 
demselben Streifen befindlichen, den Argumentenpaaren (m) und (m)-fx^ an- 
gehörigen Felder aufsuchen. Um diese Argumentenpaare, wenn sie auf dem- 
selben Streifen sind, aus einander zu finden, bedarf es zwar wieder der 
Addition öder Subtraction, doch geht in eben diesem Falle die Vergleichung 
der Felder, wegen der Beschränkung auf einen kleinen Raum , leicht und be- 
quem von Statten ; auch kann man ihr dadurch eine gröfsere Sicherheit geben, 
dafs man in den Argumenten (m) und {m)'\-a!^ mit denselben Differenzen fort- 
schreitet und von Zeit zu Zeit durch Addition von a^ eine Prüfung vornimmt. 

Wenn die Streifen gehörig neben einander liegen, so werden fflr jede 
ihrer beiden Lagen die zweien Argumenten Ai und A^ — x^ zugehörigen Felder 
in derselben Horizontallinie, aber in der Regel jedes auf seinem Streifen, in 
verschiedenen Verticallinien liegen. Diese Verticallinien behalten jedoch fflt 
jede der beiden Lagen immer denselben Abstand, so dafs ein rascher Üher- 
blick genügen wird, alle Felder zu ermitteln, welche zweien Argumenten 
Ai — J^ und Ai zugehören, von denen gleichzeitig das erstere die Cuben- 
anzahl m enthält und das letztere leer ist, in welches dann die Cubenanzahl 
tn'\-\ eingetragen wird. Man wird hiebei entweder zuerst die mit m ausge- 
füllten Felder in Si^^ und •S',.^.! ins Auge fassen und zu ihnen die ent- 
sprechenden leeren in Si suchen, oder umgekehrt, zu den leeren Feldern in 
Si die entsprechenden, mit m ausgefüllten Felder in 8i^„ und Ä,_„_i suchen, je 
nachdem die Anzahl der mit vi ausgefüllten Felder in Sj^^ und Si^^^i^ oder die 
Anzahl der leeren Felder in jS^ geringer ist; was der Wahl entspricht, die man 
zwischen den beiden Operationen des Addirens und Subtrahirens (reffen kann. 
Es wird wieder hinreichen, von denjenigen Argumenten Ai — or', welche 
^ wia?^, oder den Argumenten -4,-, welche ^(m-fl)a?^ sind, anzufangen. 
Trägt man in jedes Feld neben die kleinste Cubenanzahl auch die Wurzel des 
kleinsten Cubus ein, der in den verschiednen Zerfällungen des Arguments in 
diese kleinste Cubenanzahl vorkommt, welches immer der nämliche Cubus ist 
auf welchen sich die Operation bezieht, durch welche die Cubenanzahl selbst 
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gefunden worden ist, so kann man auf den Streifen S,^a-i "^^ *^-a «"© 
Felder fibergehen, in denen neben die Cubenanzahl m eine kleinere Zahl als 
X eingetragen ist. * 

Anwendung der Tufel auf die Aufgabe, die sämmtlichen Zerlegungen einer gegebnen 
Zahl in die kleinste Anzahl ganzer positiver Guben zu finden. 

Obgleich die unten gegebne Tafel nur die kleinste Cubendnzahl anzeigt, 
in welche eine gegebne Zahl zerlegt werden kann, so kann sie doch auch 
mit Vortheil dazu angewandt werden, diese Zerfällungen selbst aufzufinden. 

Will man, ohne irgend ein Uülfstniltel zu besitzen^ die sfimmtlichen Zer- 
fällungen einer Zahl in irgend eine gegebne Anzahl von Guben aufsuchen, so kann 
man dies in der Regel sehr mühsame Geschäft folgendermafsen auf eine passende 
Art anordnen , die auch bei allen ähnlichen Aufgaben angewandt werden kann. 

Es sei A' die gegebne Zahl, n die Anzahl der Guben, in welche sie 
zerfällt werden soll. Man bilde *n Verticalcolumnen mit den Überschrifien 

n, n — 1, n — 2, . . 1, 
in deren erste die gegebne Zahl 3^ selbst zu setzen ist. Von den in diese 
Columnen zu schreibeD4ien Zahlen wird man nach und nach die verschiednen 
Guben abziehen, jeden n Mal wiederholt, indem man von den kleinsten anfängt, 
und erst dann, wenn alle mit denselben auszufahrenden Subtractionen beendigt 
sind, zu den nächst gröfseren fibergeht. Die Wurzel deiä abgezognen 'Gubus 
wird jedesmal am Rande bemerkt, und der erhaltne Rest jeder in einer der 
Golumnen befindlichen Zahl in die nächst folgende Golumne gerfickt, mit Aus- 
nahme der in der letzten Golumne 1 befindlichen Zahlen, von denen nichts 
mehr abgezogen wird. Jeder von den früheren verschiedne Gubus wird 
von sdmmtlichen, aufser den in der letzten Golumne befindlichen Zahlen ab- 
gezogen. Wenn* man dagegen denselben Gubus wiederholt abzieht, so thut 
man dies nur von denjenigen Zahlen, welche zuletzt durch das Abziehen 
des nämlichen Cubus erhalten worden sind. Wenn :r^ der abzuziehende 
Gubus ist, so kann man respective in jeder, mit t fiberschriebnen Golumne^ 
alle Zahlen- verwerfen, welche <C ix^ sind, so dafs in Bezug auf diese Zahlen 
nicht weiter operirt wird. Hat man durch fortgesetztes Abziehen gleicher 
oder gröfserer Guben und durch gleichzeitiges Forirficken in die nächstfolgende 
Golumne alles in die letzte Golumne gebracht, so dafs die Operation nicht 
weiter fortgesetzt werden kann, so hat man -so viel von einander ver^ 
schiedne Zerfällungen, als sich in der letzten Golumne Gubikzahlen vorfinden, 
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und maa erhfill aus diesen Cubikzahlen leicht rflckwfirts durch successives 
Addiren der Cohen der respective am Rande angemerkten Zahlen die Zerfällnn- 
gen selber. Man addirt nfimlioh zu *einer in der letzten Colnmne befindlichen Go- 
bikztihl den Cobus, durch dessen Abziehen dieselbe erhalten und dessen Wurzel 
neben ihr am Rande bemerkt worden ist; zu der Summe addirt man wieder 
denjenigen Cubus, dessen Wurzel neben ihr am Rande bemerkt ist, u. s. f. 
Befindet sich am Ende der Operation in der letzten Columne gar keine Cubikzahi, 
so ist es nicht möglich, die Zahl in die verlangte Cubenanzahl zu zerlegen. 

Will man die kleinste Cubenanzahl, in welche eine gegebne Zahl zer- 
legt werden .kann, und auch die sftmmtlichen ZerfAllungen in diese kleinste 
Cubenanzahl finden, so hat man aufzumerken, wann zuerst bei den ange- 
stellten Subtractionen eine Cnbikzahl sich ergiebt, und die Columne, in der sich 
dieselbe befindet, als die letzte anzusehen, bis sich ein Cubus in einer früheren 
Columne zeigt, welche man dann wieder so lange als die letzte ansieht, bis 
sich etwa ein Cubus in einer noch früheren Colume zeigt, u. s. f. In jecUr 
tten Columne, von der jedesmal als letzten betrachteten, kann man vor dem 
Abziehen eines Cubus x^ alle Zahlen verwerfen, welche <Zi^ sind. Ist auf 
diese Art und durch fortgesetztes Rücken der Zahlen in die folgende Columne 
alles in eine Columne gebracht, so wird dieso schliefslich als die letzte an- 
zusehen sein, und es werden in keiner früheren Cubikzahlen gefunden werden 
können.. Die Anzahl der Columnen bis zu dieser letzten ist die kleinste Cu- 
benanzahl, in welche man die gegebne Zahl zerfallen kann, und jede Cubik- 
zahl, welche man in dieser letzten Columne antriflft, giebt eine besondere 
Zerfällung in diese kleinste Cubenanzahl, welche ihan wiederum durch die 
umgekehrte Operation des successiyen Addirens der Cuben der respective am 
Rande bemerkten Zahlen erhält. 

• 

Hat man eine Tafc^i, wie die unten mitgetheilte, welche für jede Zahl 
die kleinste Cubenanzahl, aus der sie zusammengesetzt werden kann, anzeigt, 
so kann man die im Vorigen angegebnen Operationen abkürzen. Wenn man 
nfimlich bei der gegebnen Zahl N in der Tafel die Cubenanzahl n findet, so 
weifs man zuvörderst, dafs die rite Columne die mit 1 zu bezeichnende letzte ist. 
Man kann ferner nach jeder Subtracüon, aus jeder mit i hefzeichneten Co- 
lumne alle Zahlen fortlassen, welche nicht die Summe von i Cuben sein kön- 
nen, oder bei welchen nicht in der Tafel die Cubenanzahl i angetragen ist. 

Vor dem Beginnen der Operationen wird man gut thun, für jeden 
Cubus 0?*, der < N, zu untersuchen, ob in der Tafel bei N— a?\ iV— 2a:^ etc. 
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respective die Cubenanzahl n— 1, n — 2, etc. steht, bis man auf eineii Rest 
N—ka:^ kommt, bei welchem sich in der Tafel eine gröfsere Cubenanzahl 
als n — k eingetragen findet« Man weifs dann im Voraus, dafs die Subtraction 
dieses Cubus a:^ nur k — 1 Mal zu wiederholen ist. Wenn schon bei N—x^ 
sich die Cubenanzahl it—1 nicht eingetragen findet, so ist dies ein Zeichen, 
dafs der Cubus x^ Oberhaupt unter den abzuziehenden Cuben fortgelassen wer- 
den kann. Es sei k—i ==r^^ so dafs a:^ nur r^ Mal hintereinander abzuziehen 
ist, so erhalt man die Reihenfolge der nach und nach abzuziehenden Cuben, 
wenn man r^ Mal hintereinander 1, rj Mal den Cubus von 2, r^ Mal den 
Cubus von 3 u. s. f. schreibt. Hat man einen Cubus dieser Reihe abzuziehen, 
und addirt zu diesem die t — 1 folgenden Cuben derselben Reihe, so wird die 
Summe dieser i Cuben der kleinste Werth, den man von den in der Columne t 
enthaltnen Zahlen im Verlauf aller noch Obrigen Operationen abzuziehen hat, und 
man kann daher vor der anzustellenden Subtraction und bei allen ferneren Opera- 
tionen aus der Columne alle Zahlen, die kleiner als diese Summe sind, fortlassen. 
Alle übrigen Vorschriften bleiben ganz didselben, wie die oben gegebnen. 

Das im Vorigen angegebne Verfahren, um alle ZerfftUungen einer Zahl 
in die kleinste Cubenanzahl zu finden, mit Benutzung, derjenigen Erleichte- 
rungen und Abkürzungen der Rechnung, welche die Tafel gestattet, will ich 
durch das Beispiel der Zahl 

5818 
erläutern, zu deren Zusammensetzung man, zufolge der Tafel, 7 Cuben nöthig 
hat. In dem hier unten folgenden Schema, in welchem die 7 Colamnen mit 

VII, VI, V, IV, III, n, I 

bezeichnet sind, ist die ganzB Rechnung enthalten, welche -zur Auffindung der 
sSmmtlichen ZerffiUungen dieser Zahl in 7 Cuben erfordert wird. Nach der 
oben gegfebnen Vorschrift erhfiit man die folgende Reihe der nach und nach 
abzuziehenden Cuben 

1, 1, 1, 2\ 2\ 2\ 3^ 3^ 3% 4% 4^ 4\ b\ b\ b\ 
6S 7\ 7», 9^, 10^, ll^ 12\ i3\ 1S\ 14^ 14% 15% 16% 17^ 
Wenn man von den Cuben, 

9^, 10^, 11% 12% 13% 13% 14% 
die 5 oder 6 ersten oder alle 7 summirt, so werden die Summen, 

6985, 9182, 11962, • 
und daher gröfser als die respective in den Columnen V, VI, VII enthaltnen 
Zahlen, weshalb man der oben gegebnen Regel infolge bei der Subtraction 

7* 
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des Cubus 9' und bei allen folgenden Operationen diese drei Colamnen nicht 
weiter zu berücksichtigen hat. Da ferner 

W^W^W'fXZ' = 6256 
gröfser als alle in IV enthaltnen Zahlen ist, so braucht man beim Abziehen 
des Cubus \W und den folgenden Operationen die Columne IV nicht mehr zu 
berflcksichtigen. Da 

11^+12^+13' = 5256 
ist, so braucht man 11' nur von denjenigen Zahlen der Columne III abzu- 
ziehen , welche ^ 5256 sind , und man wird bei allen folgenden Operationen 
die Columne III gar nicht mehr zu beräcksichligen brauchen, da 

12' + 13' +13' = 6122 
gröfser als alle in III enthaltne Zahlen ist. Man sieht aus dem unten folgen- 
den Schema, dafs wenn man bei dem Abziehen des Cubus 10' angelangt ist, 
die Operation von da an reifsend schnell zu Ende geht. 

Die 13 Cubikzahlen, die man in I antrifft, geben die 13 verschiednen 
Zerlegungen von 5818 in 7 Cuben; die Oberhaupt möglich sind; und zwar auf 
folgende Art. Man findet zuerst in I zwei Mal den Cubus 4913 = 17', und 
man ersieht aus den am Rande beigefügten Zahlen, dafs die Operation, durch 
welche man schliefslich zu demselben gelangt ist, beide Mal in dem zwei-- 
maligen Abziehen- von 7' besteht. Man wird daher die Summe 4913 4- 686 
= 5599 biMen, welche Zahl sich in III an zwei verschiednen Orten findet. 
Die in III befindliche Zahl 5599 ist, wie man aus den Zählen am Rande er- 
sieht, zuletzt durch dreimaliges Abziehen von 4' erhalten worden. Man wird 
daher die Summe 5599 + 192 = 5791 bilden, welche Zahl in VI befindlich 
•und durch einmaliges Abziehen von 3' erhalten worden ist. Die Summe, die 
nun zu bilden ist, 5791 + 27, ist die vorgelegte Zahl 5818 selbst, von der 
man auf diese Weise eine Zerfallung in 7 Cuben, 

17'+2.7'+8.4' + 3' = 5818 
erhält. Die aufserdem noch ein Mal in III enthaltne Zahl 5599 ist zuletzt 
durch einmaliges Abziehen von 6', die Zahl 5599 + 216=: 5815 in IV durch 
dreimaliges Abziehen von 1 erhalten worden. Man hat daher eine zweite 
ZerfSlIung, 

17' + 2.7'+6' + 3.1' = 5818. 
Auf ähnliche Art erhält man aus den öbrigen in I enthaltnen Cubikzahlen , indem 
man den zu ihnen fährenden Weg, welcher durch die am Rande befindlichen 
Zahlen bezeichnet ist, zurflckgeht, die andern unten angegebnen Zerfällungen. 
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Rechnungsschema fOr die Aufsuchung der sämmtlichen Zerfilllungen der Zahl 58i8 



in 7 Guben. 



VII 



VI I V 



IV 



m II 



I 



m II I 





1 
1 
1 

2 
2 
2 
3 



3 
3 
4 



4 

4 

. 5 



5 
6 



5818 



5817 



5810 



5791 



5754 



5693 



5602 



5475 



|ll962 



9182 



5816 

5809 
5802 

5790 
5783 

5764 

5753 
5746 
5727 

5690 

5685 
5666 
5629 
5568 



5601 
5575 
5538 
5474 
5467 
5448 
5411 
5259 



5132 



5815 



5794 
5789 
5782 
5775 

5737 
5752 
5738 
5726 
5700 
5663 

5677 
5658 
5621 
5560 
5541 
5504 
5443 
5600 
5574 
5511 
5473 
5466 
5447 
5440 
5421 
5384 
5347 
5258 
5232 
5195 
5131 
5124 
5105 
5068 
4916 



6985 



5788 
5767 



5725 



5636 
5599 
5669 
5650 
5613 
5552 
5496 

5435 
5599 
5573 

5472 
5446 
5439 
5394 
5320 
5257 
5168 



5130 
5123 
5104 
5097 
5041 
5004 
4915 
4889 
4852 



5572 
5642 



5488 



5427 
5572 



5256 
5256 



5129 
5103 
5096 
4977 
4914 
4825 



4913 
4913 



6256 



10 



11 



12 



13 



14 



5065 
5046 
4948 
4929 
4831 
4714 
4782 
4744 
4737 
4718 
4655 
4503 
4466 
4402 
4395 
4376 
4339 
4187 



5256 



6122 



5038 
4940 
4921 
4706 
4439 



4472 
4439 
4394 
4123 
4104 
4097 
3744 
3718 
3402 
3376 

4394 
4221 
4104 



4394 



5488 



4913 
4096 



4096 



4096 
3375 



3375 
2744 

3375 
2197 
2197 

2744 

2744 



5818 

=4913+ 686-1- 216+ 3 
=4913+ 686+ 192+ 27 
=4913+ 729+ 125+ 27+24 
=4096+ 729+ 686+216+64+27 
=4096+1000+ 686+ 27+ 8+ 1 
=4096+1331+ 375+ 16 
=3375+1331+ 729+375+ 8 
=3375+1728+ 686+ 27+ 2 
=2744+1728+1000+343+ 3 
=3315+2197+ 192+ 54 
=4394+1331+ 64+ 27+ 2 
=4394+1000+ 343+ 81 
=5488+ 250+ 64+ 16 

oder 

= 17»+2.7*+6'+3.1' 
= 17»+2'. 7»+3.4'+ 3* 
_ 17»^ 9»^. 5»+ 3'+3.2» 
= 16»+ 9'+2.7»+ 6«+ 4»+3' 
= 16'+ 10'+2.7'+ 3'+ 2»+l» 
= 16'+ ll»+3.5'+2.2' 
= 15«+ 11'+ 9»+3.5*+ 2« 
= 15»+ 12»+2.7»+ 3'+2.1» 
= 14»+ 12'+ 10'+ 7»+3.r 
= 15'+ 13'+3.4»+2.3' 
=2.13'+ ir+ 4'+ 3'+2.1' 
=2.13»+ 10'+ 7'+3.3' 
=2.14'+2.5»+ 4'+2.2' 
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Kennt man auf irgend eine Art die sfimmtlichen Zerlegungen einer 
Zahl N in ihre kleinste Cubenanzahl n^ do hat man damit zugleich auch die 
sSmmtlichen Zerlegungen mehrerer anderer Zdhlen in ihre kleinste Cubenanzahl. 
Sind nämlich die Cuben der gleichen oder verschiedenen Zahlen Hi, «29 •• ^i 
in p verschiedenen Zerlegungen von A^ enthalten, so werden durch das Fort- 
lassen dieser t Cuben aus diesen p Zerlegungen von JV unmittelbar auch p ver- 
schiedene Zerlegungen der Zahl 

in eine Anzahl von n — t Cuben gegeben, welche die »kleinste Cubenanzahl 
ist, in welche man diese Zahl zerlegen kann, und die so gefundenen p Zer- 
legungen sind alle Zerlegungen von A^u in n — t Cuben , welche es giebt , und 
alle von einander verschieden. 

Durch das im Vorhergehenden berechnete Beispiel erhält man aus den 
13 Zerlegungen von 5818 in 7 Cuben zugleich die sämmtlichen Zerlegungen 
einer sehr grofsen Menge von Zahlen In ihre kleinste Cubenanzahl. Man er- 
sieht die grofse Anzahl dieser Zahlen schon daraus , dafs darunter alle in dem 
obigen Schema vorkommenden Zahlen nebst ihren Ergänzungen zu 5818 ent- 
halten sein müssen. So ergiebt sich, dafs die Zahlen 

5818 — 1, -2\ —4» auf 5 Arten, 

5818—3' . auf 8 Arten, 

5818 — 5» . . . auf 4 Arten, 

5818 — 6S -12», -14' auf 2 Arten, 

5818—7» auf 7 Arten, 

5818 — 9», -10», -11», -13», -15», -16», -17» auf 3 Arten 

in 6 Cuben zerlegt werden können. Man sieht femer, dafs folgende 47 Zahlen, 
welche die Summe von fünf nni nicht weniger Cuben sind, 

5818-1-2», -1-4», -1-6», -1-11», -1-13», -1-14», 

_l_15», _1-16», -1-17», 

5818-2» — 4», —2»- 7», -2»- 10», -2» -14», -2» -17», 

5818 — 3» -5», —3»— 9», —3»- 11», 

5818-4»— 5», —4*— 6», -4»— 7», —4»- 9», —4»- 11», —4»- 14», 

— 4»— 15», —4»— 16», —4»— 17», 

5818-5^-14», -5»— 15», -5»-16», -5»— 17», 
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5818— 6'- 16», - 6»- 17», 

5818— 7»— 9», — 7»— 13', — 7»— 14% -7»-15», 

5818^ 9»— 11», — 9»-15», — 9»— 16», -9»-17», 

5818-11»— 13», —11»— 15», -11»-16», 

5818-12»-14», —12»— 15», 

5818 -13»- 15», 

5818-1.4»— 14», 

oder wenn man sie der Gröfse nach ordnet, die Zahlen, 

176 246 330 391.689 715 780 841 897 904 993 1112 1346 1506 
1597 1658 1714 1721 2100 2290 2318 2379 2442 2731 2949 3010 
3066 3073 3278 3620 3758 4423 4460 4486 4746 4810 5025 5062 
5411 5467 5538 5601 5629 5666 5746 5753 5809 

nur auf mne einzige Art in fünf Gaben zerlegt werden können. 

Dies folgt daraus, dafs wenn o^ und t^ die beiden Guben sind, welche 
man von 5818 abzuziehen hat, um eine dieser 47 Zahlen zu erhalten, unter 
sämmtlichen Zerfällungen von 5818 immer nur eine einzige die beiden Guben 
a^ und t^ zugleich enthält. 



Ober die Einrichtung einer Tafel, mit deren ^ölfe ohne alle Versuche die sämmtlichen 
Zerlegungen einer gegebenen Zahl in die kleinste Cubenanzalil gefunden 

werden können. 

Man hat aus dem im Vorhergehenden berechneten Beispiel gesehen, 
dafs ungeachtet des Gebrauchs, welchen man von der unten gegebenen Tafel 
machen kann, um das Aufsuchen aller Zerlegungen einer gegebenen Zahl in 
die kleinste Gubenanzahl zu erleichtern , dies doch noch ein mühsames Geschäft 
bleibt. Es wäre daher wQnschenswerth, diese Tafel, ohne ihren Umfang zu sehr zu 
vergröfsern , so zu vervollständigen , dafs das. Geschäft auf das möglich kleinste 
Maafs der Arbeit zurflckgefflhrt wird. Um eine solche vellsländige Hfilfstafel 
zu erhalten, in welcher alle Elemente beisammen sind, deren man bedarf, um 
die Zerfällungen selbst qhne Versuche und äberflössige Subtractionen zu finden, 
ist erforderlich und wird es hinreichen, bü jedem Argumente zu der kleinsten 
Cuhenanzahl noch* die Wurzeln aller Guben hinzuzufügen, welche in den 
verschiedenen Zerlegungen des Arguments in die kleinste Cubenantahl 
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respective die kleinsten sind; z. B. bei dem Argumente 5818 zar Cuben- 
anzahl 7, wie die gefundenen Zerfällungen zeigen, die Zahlen 1, 2, 3. .Wenn 
man eine solche Hälfstafel anwendet, reducirt sich die ganze zur Auffindung 
aller Zerfallungen nöthige Rechnung genau auf dieselbe Rechnung, weiche die 
Prüfung der bereits bekannten Zerfällungen erfordern würde, wenn man die- 
selbe so anstellt, dafs man von der gegebenen Zahl nach und nach die ver- 
schiedenen Guben abzieht, wie sie in den einzelnen Zerffillungen der Gröfse 
nach auf einander folgen. 

Es sei eine der Zerffillungen einer Zahl N in die ^kleinste Cnbenanzahl, 
wo 



Hat man von N nach und nach bereit» die Guben a, b, . . w abgezogen • und 
ist dadurch auf den Rest 



3 



Ä = 2V — o* — ft^ w 

gekommen, so ist der zunächst abzuziehende Gubus x^ der kleinste in einer 
der Zerfällungen von JR in die kleinste Gubenanzahl, und zugleich ^ w^. Un 
daher den Werlh oder die Werthe von x zu erhalten, — denn es wird x 
häufig mehrere Werthe haben, — entnehme man aus der Hölfstafel alle bei 
dem Argumente R zur kleinsten Gubenanzahl hinzugefügten Zahlen, welche ^ w 
sind. Auf diese Weise giebt die Hälfstafel nach und nach die Wurzeln der 
einzelnen Guben, in der Ordnung, wie sie in den verschiedenen Zerfällungen 
der Gröfse nach auf einander folgen. 

Um den Gebrauch der Tafel zu erläutern, will ich das folgende Frag- 
ment derselben hersetzen, welches bei den Zerfällungen von 5818 in 7 Guben 
zur Anwendung kommt, und leicht rückwärts aus diesen Zerfällungen abgeleitet 
werden konnte. Die Zahlen n geben die kleinste Gubenanzahl, in w^elche die 
Zahlen R zerfällt werden können, und die Zahlen r die Wurzeln der Guben, 
welche in den verschiedenen Zerfällungen von R in n Guben die kleinsten sind. 
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Die Rechnang, welche mit Benatxnng dieser Tafel zur Anffindang der 
Zerfällungen von 5818 in 7 Guben zu machen iat^ Ififst sich nach dem unten 
folgenden Schema anordnen. £s sind in demselben: 

Die vor dem ersten Verticalstrich befindlichen Zahlen s die Wurzeln der 
nach und nach von 5818 abgezogenen Guben; 

Die zwischen den beiden Verticalstrichen enthaltenen Zahlen H die nach 

■ 

diesen Subtractionen flbrig bleibenden Reste; 

Die hinter dem zweiten Verticalstrich stehenden Zahlen alle aus der 
Tafel entnommen zum Argumente R gehörigen Werthe von r, welche 
nicht kleiner als die gröfste (erste) der daneben stehenden Zahlen s sind. 

Das Schema besteht aus 6 Gruppen , weiche sich durch die Anzahl der 
vor dem ersten Verticalstrich stehenden Zahlen s unterscheiden. Die Zahlen R 
jeder Gruppe werden aus den Zahlen R der unmittelbar vorhergehenden 
Gruppe durch das Abziehen der Guben der neben den letztern stehenden 
Zahle(i r gefunden. Es wird daher die Anzahl der Horizontalreihen jeder 
Gruppe der Anzahl aller zu der vorhergehenden Gruppe gehörenden Zahlen r 
gleich. So findet man z. B. die Zahlen R der 3ten Gruppe, wenn man 1 
von 5816, 2' von 5802, 3' von 5816 und 5764, 4' von 5802, 5764 und 
5727, 5^ von 5802, 6^ von 5727 abzieht. Die Zahlen R der letzten Gmppe 
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sind die Summe zweier Guben; hinter dem zweiten Verticaistrich hat man zu 
der aus der Hfllfstafel entnommenen Wurzel des kleinsten dieser beiden Guben 
noch die Wurzel des andern Cubus hinzugefügt, so dafs die verschiednen 
Horizonlalreihen der letzten Gruppen die Wurzeln der in den verschiednen 
Zerfflilungen von 5818 entbaltnen 7 Guben geben, von denen die 5 kleinsten 
vor dem ersten und die beiden gröfsten hinter dem zweiten Verticaistrich stehen. 
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4.2.2 


5738 


5 


5.5.2.2 


5552 


5 
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Die Hfllfstafel kann auf ganz ähnliche Art wie diejenige construirl 
werden, welche blofs die kleinste Cubenanzahl, in welche man eine gegebene 
Zahl zerffillen kann, angiebt. Man nehme wieder an, die Construction der 
Hfllfstafel sei fflr alle Zahlen 

(1), (2), . . (m) 

beendigt, so dafs, wenn t eine der Zahlen 1, 2, . . m und / eine der Zahlen (t) 
ist, bei jeder Zahl / aufser der kleinsten Gubenanzahl i noch die Wurzeln aller 
derjenigen Guben angegeben sind, welche in den verschiednen Zerlegungen 
von / in t Guben respective die kleinsten sind. Es sollen durch Addition 
einer Cnbikzahl zu den Zahlen (m) die Argumente, bei welchen die kleinste 
Cubenanzahl m-f-l einzutragen ist, und die Zahlen, welche neben dieselbe 
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einzutragen sind, gefunden werden. Ist x^ der zu addirende Cnbus, so addirt 
man ar^ nur dann zu einem Argumente (m), wenn x kleiner oder nicht gröfser 
als die gröfste der bei diesem Argumente neben m eingetragnen Zahlen ist. 
Ist dies der Fall, und findet man bei dem Argumente (m)-f-^ ein leeres 
Feld, so trägt man darin die Gubenanzahl m-f«l und neben diese die Wurzel x 
ein^ oder wenn sich in das Feld schon die Gubenanzahl m -f 1 und eine oder 
mehrere andere Zahlen eingetragen linden, so fflgt man letzteren noch die 
Wurzel X hinzu. Es geschieht hiebei von selbst, dafs die Addition von x^ 
zu den Zahlen (m) nur von solchen Zahlen (m) an begonnen wird, welche 
>:ma^ sind. 

Man kann auf diese Weise fortfahren, bis die Construction der HOlfs- 
tafet beendigt ist; doch wird man wieder gut thun, wenn m den Werth 5 
oder 6 erreicht hat, und daher nur noch wenige Felder auszufüllen bleiben, 
das umgekehrte Verfahren zu befolgen. Ist nämlich N ein Argument, bei 
welchem sich ein noch leeres Feld findet, so trägt man in dasselbe immer die 
kleinste Gubenanzahl m -f 1 und die Wurzel x ein, wenn bei dem Argumente 
N — x^ die kleinste Gubenanzahl m gefunden wird. Wenn das Feld bei dem 
Arguoiente N bereits mit der kleinsten Gubenanzahl rn-^-i und einer oder 
mehreren andern Zahlen erfüllt ist, so fügt man letztern die Zahl x hinzu, 
wenn x kleiner oder nicht gröfser als die gröfsten der bei N — x^ neben m 
eingetragnen Zahlen ist. — Die Additionen und Subtractionen kann man wieder, 
wie oben, zum bei weitem gröfsten Theil durch ein blofses Aneinanderfügen 
der einzelnen Theile der Tafel ersetzen. 

Wenn man nicht blofs die Zerfällungen in die kleinste Anzahl von 
Guben, sondern überhaupt die Zerfallungen in eine gegebne Anzahl von Guben 
haben will, so kann man auch hiefür ganz ähnliche Hülfstafeln construiren, 
von denen jede sich auf die besondre gegebne Gubenanzahl bezieht, und in 
ihren Feldern alle Zahlen enthält, welche in den verschiednen Zerfällungen 
des Arguments in die gegebne Gubenanzahl respective die Wurzeln der 
kleinsten Guben sind. Hat man die Hülfstafel [m] für die Zerlegungen in 
m Guben conslruirt, so erhält man daraus die Hülfstafel [m-|'l] ^^^ ^^^ ^^^^ 
legungen in iit-|-l Guben ganz in der früheren Art, wenn man die ver- 
schiednen Guben x^ zu allen Argumenten M der Tafel [m], welche ^mx^ 
sind, addirt, und jedesmal, wenn x nicht gröfser als die gröfste der bei M 
in [ffi] eingetragnen Zahlen ist, bei dem Argumente M-^-x^ in [m-|-lj die 

8* 
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Zahl X eintrfigt. Die frflhere Constraction unterscheidet sich von dieser nar 
dadurch, dafs in derselben aach noch alle Argumente ilf-f-^9 bei welchen 
eine kleinere Cubenanzahl als m-fl eingetragen war, oder welche auch die 
Summe von weniger als m -f 1 Guben sein konnten, übergangen wurden, was 
jetzt nicht der Fall ist. Bei der Construction der Hfllfstafeln aus einander wird 
es rathsam sein, wenn man dieselben (wenigstens von der Tafel [4] an) alle 
Argumente umfassen Iflfst, indem man die Felder leer Iflfst, welche Argu- 
menten zugehören, die nicht in die gegebne Cubenanzahl zerfflUt werden können. 
Man kann dann durch ein blofses Nebeneinanderlegen der verschiednen Theile 
je zweier Hfllfstafeln [m] und [m-f 1] in der oben angegebnen Art alle Ad- 
ditionen ersetzen. 
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Tafel für die kleinste Anzahl von Cuben^ aus welchen die Zahlen 

bis 12000 zasammengesetzt werden können. 

(Die am Rande befindlichen Zahlen sind die Ebier von 1 bis 100; die Zahlen in 
der obersten Horizontalreibe sind die 10 Hunderte; in der Ecke oben links 
befinden sich die Tansende.) 
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Tafel für die kleinste Anzahl von Cuben^ aus welchen die Zahlen 

bis 12000 zasammengesetzt werden können. 

(Die am Rande befindlichen Zahlen siiid die Ebter von 1 bis 100; die Zahlen in 
der obersten Horizontalreibe sind die 10 Hunderte; in der Ecke oben links 
befinden sich die Tansende.) 
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37 4 4 7 7 6 
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5 4 3 6 6 81 3 

3 5 4 6 6 82 4 

4 6 5 7 6 83 5 
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S4 75 
14 76 
4 4 77 

4 5 78 

5 5 79 

6 6 80 

5 6 81 

6 5 62 
6 5 83 
5 4 84 
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3 6655 
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4 63|5 


»454445 


5 3 13 


544 


5 4 45 


466 


63 4 5 


6 5 5 63 


544 


14 


5 4 


• 54 


444 


5 64 4 


5 5 6 5 5 3 4 


2 4 14 


434 


5 54 5 


55 4 


64 5 6 


4 54 42 


J 35 


lö 


43 


335 


555t 


4 65 5 


,5 4 444 4 


3 6 16 


544 


4 6!6 5 


66 5 


656 4 


455 3 3 


»46 


16 


33 


i 44 


5 54< 


5 66 6 


35 4544 4 


4 5 16 


3 35 


5 6|6 4 


4 44 


66 5 5 


6 5 3|44 


> 56 


17 


34 


S 55 


5431 


5 67 5 


1444:4 45 


65 17 


44 6 


4 6 5 6 


»4 5 


67 4 5 


4 6335 


,65 


18 


44 


165 


5 5 4, 


4 6fi 4 


,5 44445 


6 4 18 


3 4 5 


5 5 54 


3 5 5 


68 5 3 


5 54 46 


164 


19 


45 


,44 


5 3 31 


5 69|4 


3 3 5545 5 


3 4 19 


346 


5 5 64 


»66 


69 4 4 


4 5 4 5 4 


44 


20 


64 


J 55 


4431 


4 70 4 


(456545 


3 5 20 


4 5 5 


3 5 4 4 


3 55 


70 6 5 


4 6 5 55- 


43 


21 


55 


S54 


454, 


5 7113 


1355553 


4 4 21 


5 54 


34 55 


16 6 


71 4 3 


466 44 


44 


22 


55 


134 


65 5f 


5 72 4 


45 5 443 


3 5 22 


544 


4435 


,6 5 


72 5 4 


5 64 53. 


45 


23 


44 


144 


466( 


5 73 4 


,555542 


4 5 XI 


44 5 


4445 


,5 3 


73 5 5 


6 4344. 


56 


24 


44 


)55 


56 5. 


5 74 5 


6 5 5 543 


5 6 24 


443 


6 5 6 5 


> 5 4 


74 6 4 


6 63 53 1 


55 


2.5 


4 3 


13 6 


65 44 


4 75 5 


5 5 5 4 2 4 


5 5 25 


4 44 


4 6 54 


,53 


75 6 6 


4 2 4 4 3. 


66 


26 


5 4 , 


45 


4543 


3 76 4. 


45 543 3 


6 4 26 


45 4 


5 5 54 


144 


76 5 4 


535544 


65 


27 


45- 


55 


5444 


4 77 5- 


4 5 3!3 4 4 


4 5 27 


445 


65 44 


14 5 


77 5 4 


4 2444. 


55 


28 


5 4 


64 


4434 


3 78 5 1 


4 5 4i 4 5 5 


4 5 28 


55 5 


4 53 4 


44 


78 5 4 


4 3 5 5 6 S 


44 


29 


45 


54 


4445 


4 79 4 


445554 


5 5 29 


5 6 4 


4444 


5 5 


79 6 4 


44654a 


42 


30 


5 fi 


44 


4445 


5 80 4 


5 5 5 5 44 


45 30 


5 45 


44 46. 


66 


8034 


455 643 


33 


31 


5 4 


34 


4 4 5 5 


5 81 4 1 


66 6 5 43 


4 5 31 


544 


3 444* 


64 


81 4 5 


5 44 454 


44 


32 


45 


34 


55 46 


5 82 5. 


5 5 5 415 4 


53 32 


3 5 4 


3 5 5 5 1 


4 6 


82 4 6 


4 44444 


54 


33 


4 4 


35 


55 55 


4 83 4f 


6 5 5 413 4 


4 4 33 


454 


»656. 


44 


83 4 5 


134 3 44 


55 


34 


44. 


45 


5 5 54 


3 84 5 . 


55 4 443 


5 5 34 


553 


16 6 5c 


54 


84 5 4 


»45 434 


65 


35 


44. 


46 


5554 


3 85 5 1 


3 4 3 4 5 4 


5 5 :35 


454 


1654. 


5 4 


85 44 


3 33 545 


54 


36 


» 4 i 


55 


5444 


3 86 5 1 


4 3 4! 5 5 5 


5 6 36 


5 65 


,6454 


3 4 


8644 


»4445 6 


44 


37 


4 5 , 


5 5 


54 3 3 


4 87 411 


43 4 


44 4 


6 4 37 


5 65 


56454 


45 


87 3 3 


5 4 615 5 5 


33 


38 


56 f 


35 


34 44 


5 884. 


'3 4 5 


5 55 


54 38 


5 5 4 


14 4 5 4 


56 


8813 4 


»56654 


43 


39 


55 . 


45 


4535 


6 89 4 1 


43 6 


644 


5 2 39 


654 


135 54 


65 


89 4 4 


5 45 5 43 


33 


40 


55 C 


33 


3'ö 4 4 


5 90 5 1 


44 5 


55 6 


4 3 40 


454 


»446 3 


56 


90I5 5 


5 6 6 644 


44 


41 


544 


44 


4'4 5 5 


5 915. 


5 5 5 


445 


3 2 41 


544 


5 3 6 45 


5 5 


91 5 6 


5 46 335 


43 


42 


343 


44 


5554 


4 92 5 1 


55 5 


254 


4 3 42 


444 


146 5 6 


6 5 


92 6 5 


5 5 6 344 


54 


43 


141 


45 


6554 


4 93 5 i 


45 4 


34 4 


5 4 13 


445 


5 565 ä 


44 


93 5 5 


»441356 


54 


44 


13 ä 


55 


55^4 


4 94 6 4 


444 


4 5 5 


5 4 44 


445 


564 5 3 


4 4 


94 5 5 


5 5 4465 


5 6 


45 


14 ; 


66 


55 24 


5 95 5 5 


545 


555 


6 4 45 


4 5 6 


545 5 3 


45 


95 4 4 


545555 


44 


46 


7 5 f 


45 


44 33 


4 96 4 4 


1445 


5 6 5 


4 5 46 


455 


5 444 4 


45 


96 4 6 


»45 465 


54 


47 


5 6 


54 


4 4 4 4 


4 97 4 a 


14 4 5 


6 5 4 


4 3 47 


55 6 


4 4 4 4 4 


56 


97 15 3 


556 554 


34 


48 


54 


44 


4'l 5 4 


5 98 4 3 


356 


65 4 


3 4 48 


5 6 4 


»4 421 


5 5 


98 5 4 


3 4 6,;4 5 5 


45 


49 


5 5 


45 


412 5 5 


6 99(4 4 


1446 


5 5 4 


4 3 49 


66 4 


»4 43 


6 6 


99 ,5 5 


4 5 5 4 4 3 


54 


50| 


|5 4 


53 


4l3 ß|4 


4 1001 4 5 


5 55 


13I5 3 


5 4 50 


445 


5 4 4 4 


6 4 


100 5l6 


5 5 3P4 5 3 


45 


w 


7TT5 


PH 


5i6|7|b 


9 11) 


|2ii4 


|5|6>1 


8 9 11 


(Jll 


S456- 


8 y 


IllOJl 


J 3 4|ä 6 * 
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68 tf. C. G.J. JacoOi, üb. d. Zustanmetiselzutig der Zahlen aus ganz. po». Caben. 



Tabelle für die Zahlen bis 12000, w 



I 


3 


^ 1 


2 


2 ) 


2 


_3_ 


3_ 


3 1 


3 1 


3 1 


3 1 


3 1 


3 1 


3 


3 


3 


3 


1 


2 


106413059 


5642 


3512 


3 


359 


731 


1073 


1464 1880| 


2287:2726 


3060 


3466 3871 


4257 


3 


9 


1072 


3087 


5824 


8576 


10 


368 


736 


1080 


1466 1890l 


228312729 


3067 


3472 


3838 


4268 


2,- 


16 


1125 


3197 


5833 


8537 


17 


371 


738 


1088 


1468 


1907 


2304 2736 


3071 


3474 


3895 


4285 


64 


28 


1216 


3256 


5840 


3729 


24 


375 


745 


1091 


1483 


1917 


2323 


2746 


3085 


3481 


3914 


4291 


125 


35 


1241 


3376 


5859 


9000 


29 


378 


750 


1099 


1485 


1945 


2325 


2753 


3086 


3483 


3926 


4313 


21 1) 


54 


1332 


3383 


5396 90091 


36 


397 


755 


1126 


1513 


1952 


2330 


2755 


3088 


3501 


3933 


4320 


343 


65 


1339 


3402 


5913 


9056 


43 


405 


757 


1123 


1520 


1968 


2332 


2756 


3095 


3503 


3934 


4339 


512 


72 


1343 


3439 


5957 


9207 


55 


408 


762 


1133 


1522 


1970 


2339 


2760 


3114 


3508 


3951 


4346 


?29 


91 


1358 


3456 


6048 


9262 


62 


415 


764 


1136 


1536 


1971 


2343 


2772 


3123 


3520 


3952 


4376 


1000 


126 


1395 


3473 


6119 


9269 


66 


433 


775 


1149 


1539 


1978 


2349 


2773 


3142 


3527 


3960 


4383 


1331 


128 


1456 


3500 


6175 


9238 


73 


434 


733 


1152 


1543 


2001 


2355 


2779 


3151 


3529 


3968 


4390 


1728 


133 


1458 


3528 


6244 


9325 


80 


440 


792 


1161 


1555 


2008 


2358 


2787 


3174 


3536 


3985 


439S 


2197 


152 


1512 


3591 


6393 


9331 


81 


459 


794 


1139 


1559 


2017 


2365 


2789 


3176 


3537 


3939 


4399 


2744 


189 


1547 


3718 


6344 


9386 


92 


466 


801 


1197 


1574 


2024 


2386 2792 


3184 


3540 


3993 


4402 


33 ?5 


217 


1674 


3744 


6561 


9477 


49 


469 


SU 


1198 


1576 


2027 


239512793 


J1S6 


3555 


4012 


4418 


4096 


224 


1729 


3887 


6641 


9603 


118 


471 


820 


1217 


1581 


2059 


240312800 


3198 


3564 


4040 


4421 


4913 


243 


1736 


3925 


6760 


9604 


127 


476 


853 


1224 


1583 


2081 


2414 


2809 


3205 


3571 


4050 


4437 


5832 


250 


1755 


4075 


6832 


9728 


129 


495 


856 


1240 


1534 


2064 


2421 


2316 


3212 


3581 


4059 


4440 


6359 


280 


1792 


4097 


6840 


9773 


134 


496 


857 


1242 


1611 


2068 


2440 


2834 


3221 


3592 


4061 


4447 


8000 


341 


1843 


4104 


6860 


9826 


136 


514 


86211243 


1637 


2069 


2447 


2835 


3224 


3598 


4076 


4456 


9261 


344 


1853 


4123 


6867 


9928 


141 


521 


86311249 


1672 


2072 


2456 


2343 


3240 


3599 


4083 


4458 


10648 


351 


1944 


4160 


6886 


9990 


153 


523 


881 j 1250 


1675 


2079 


2458 


2853 


3257 


3618 


4087 


4166 




370 


2000 


4221 


6923 


10197 


155 


532 


382: 1268 


1682 


2037 


2465 


2870 


3261 


3625 


4098 


4473 




407 


2060 


4312 


69341 10234 


160 


540 


902(1280 


1686 


2098 


2477 


2872 


3264 


3653 


4102 


4480 




432 


2071 


4375 


7075 


10261 


179 


547 


91311288 


1701 


2124 


2434 


2377 


3269 


3655 


4103 


4499 




468 


219.-- 


4394 


7110 


10592 


190 


557 


9191305 


1730 


2125 


2512 


2878 


3275 


3662 


4105 


4500 




513 


2205 


4439 


7163 


10649 


192 


560 


944 1333 


1737 


2135 


2521 


2883 


3283 


3672 


4112 


4503 




520 


2224 


4472 


7202 


10656 


197 


566 


946.134011733 


2160 


2538 


2896 


3303 


3689 


4124 


4519 




539 


2240 


4606 


7371 


10675 


218 


567 


953 


1341 i 1744 


2185 


2541 


2925 


3320 


3709 


4131 


4528 


i 


559 


2261 


4706 


7471 


10712 


225 


577 


972 


1344 


1753 


2186 


2547 


2927 


3322 


3716 


4139 


4936 




576 


2322 


4826 


7560 


10744 


232 


534 


979 


1347 


1756 


2187 


2548 


2933 


3331 


3719 


4141 


4564 




637 


2331 


4914 


7588 


10745 


244 


586 


980 


1351 


1763 


2196 


2567 


2934 


3377 


3726 


4150 


4587 




686 


2413 


4921 


7657 


10773 


251 


593 


1002 


1359 


1782^2199 


2572 


2944 


3381 


3728 


4161 


4691 




■728 


2457 


494G 


7859 


10864 


253 


603 


1009 


1366 


1793 i 2206 


2582 


2963 '3384 


3745 


4168 


4597 




730 


2540 


4941 


3001110955 


253 


623 


1016 


1367 


17991221312583 


2961 13391 


3752 


4L85 


4609 




737 


2662 


4977 


3008:10989 


270 


638 


1025 


1370 


1800 


2216:2604 


296813403 


3768 


4187 


4610 




756 


2709 


5038 


3027110991 


277 


640 


1028 


1335 


1801 


2225 


2629 


2969 


3410 


3771 


4197 


4616 




793 


2728 


5096 


8029(11160 


231 


645 


1029 


1396 


1819 


2232 


2663 


2987 


3413 


3732 


4200 


4634 




854 


2745 


5103 


8064 


11375 


283 


648 


1032 


1403 


1844 


2241 


2665 


2990 


3429 


3788 


4202 


4664 


) 


855 


2752 


5128 


8125 


11377 


307 


664 


1035 


1407 


1851 


2248 


2670 


2994 


3430 3799 


4222 


4656 




945 


2771 


5256 


8190 


11458 


314 


684 


1051 


1415 


1854 


2251 


2673 


3000 


3433 3307 


4224 


4872 




1001 


2308 


5425 


8192 


11648 


342 


687 


1054 


142211355 


2262 


2674 


3005 


3440 3308 


4229 


4638 




1003 


2369 


5427 


8216 


11664 


345 


694 


1065 


143211856 


2267 


2689 


3024!3447 3816 


4230 


4707 




1024 


2926 


5488 


8233 


11772 


349 


701 


1070 


145711861 


2269 


2710 


30511345713843 


4248 


4714 




102712960 


557S 


8343 


11979 


352 


713 


1071 


1459(1370 


2276^2717 30ä2l3464|3869 


4256 


4718 


1 


2 


i 


"T- 


n" 


i 


T 


TT- 


.1 


:l 


3 


3 


T^ 


3 


1! 


3 


5 


T 



8. CG.J.Jacobi, üb. die Zusammensetzung der Zahlen aus ganz. pos. Cuben. 69 



Summen von 2 oder 3 Caben sind. 



|3 



3 



3 



\ 



\ 



5554 
5673 
5580 
5599 
5608 
5613 
5615 
5636 
5641 
5643 
5650 
5653 
5669 
5670 
5697 
5704 
5706 
5725 
5767 
5768 
5770 
5788 
5803 
5825 
5831 
5834 
5841 
5848 
5851 
5858 
5860 
6867 
5886 
5888 
6897 
5904 
5914 
6915 
5921 
6923 
6937 
6939 
6940 
6941 
5949 



r^ 



5958 
6960 
5965 
5977 
5984 
5985 
6000 
6021 
6037 
6038 
6040 
6049 
6056 
6075 
6082 
6084 
6096 
6103 
6112 
6120 
6122 
6127 
6129 
6146 
6164 
6156 
6167 
6173 
6176 
6183 
6200 
6202 
6217 
6239 
6245 
6252 
6256 
6264 
6271 

6272 
6294 
6300 
6301 
6308 
6320 



6335 
6336 
6345 
6352 
6357 
6369 
6371 
6391 
6408 
6418 
6425 
64'27 
6434 
6460 
6462 
6469 
6488 
6509 
6518 
6553 
6560 
6562 
6569 
6572 
6587 
6588 
6591 
6625 
6631 
6636 
6642 
6649 
6668 
6669 
6686 
6687 
6705 
6751 
6756 
6758 
6766 
6777 
6805 
6814 
6819 



'i 



6824 

6831 

6833 

6841 

6848 

6856 

6857 

6861 

6868 

6875 

6887 

6894 

6896 

6903 

6904 

6913 

6924 

6931 

6950 

6957 

6965 

6966 

6973 

6985 

6987 

6992 

7011 

7022 

7048 

7056 

7073 

7076 

7083 

7093 

7102 

7109 

7111 

7118 

7119 

7137 

7138 

7139 

7153 

7155 

7164 



7171 
7174 
7175 
7183 
7190 
7200 
7203 
7210 
7216 
7227 
7229 
7235 
7244 
7262 
7266 
7288 
7290 
7291 
7293 
7300 
7326 
7327 
7344 
7352 
7370 
7372 
7379 
7398 
7418 
7435 
7450 
7453 
7472 
7479 
7496 
7498 
7506 
7535 
7545 
7552 
7561 
7568 
7569 
7575 
7587 



7589 
7596 
7615 
7622 
7624 
7641 
7652 
7658 
7665 
7675 
7684 
7685 
7687 
7713 
7714 
7721 
7750 
7769 
7776 
7782 
7804 
7814 
7832 
7839 
7840 
7847 
6860 
7867 
7873 
7883 
7886 
7892 
7903 
7923 
7931 
7972 
7983 
7984 
8002 
8009 
8016 
8021 
8028 
8030 
8036 



3 I 3 



8037 
8054 
8066 
8066 
8072 
8075 
8081 
8091 
8093 
8100 
8110 
8126 
8128 
8133 
8152 
8154 
8163 
8169 
8171 
8189 
8191 
8193 
8198 
8200 
8202 
8217 
8219 
8224 
8232 
8243 
8245 
8250 
8264 
8256 
8280 
8289 
8296 
8315 
8316 
8317 
8341 
8344 
8351 
8352 
8369 



-TTT 



8370 
8371 
8372 
8386 
8406 
8407 
8408 
8413 
8432 
8441 
8468 
8471 
8478 
8490 
8494 
8504 
8513 
8520 
8533 
8535 
8539 
8641 
8559 
8560 
8568 
8577 
8584 
8588 
8596 
8603 
8614 
8631 
8637 
8640 
8651 
8657 
8686 
8701 
8702 
8704 
8712 
8728 
8730 
8737 
8756 



8758 
8792 
8793 
8800 
8802 
8803 
8838 
8854 
8855 
8869 
8863 
8891 
8919 
8921 
8930 
8945 
8947 
8988 
9001 
9008 
9010 
9017 
9024 
9027 
9029 
9036 
9037 
9057 
9064 
9072 
9073 
9083 
9088 
9099 
9120 
9125 
9134 
9181 
9190 
9192 
9199 
9208 
9216 
9216 
9226 



9234 
9241 
9263 
9270 
9271 
9272 
9277 
9289 
9296 
9306 
9307 
9315 
9316 
9326 
9332 
9333 
9339 
9343 
9352 
9358 
9360 
9385 
9387 
9389 
9394 
9396 
9399 
9413 
9423 
9450 
9466 
9458 
9478 
9486 
9494 
9604 
9511 
9512 
9521 
9523 
9641 
9647 
9650 
9668 
9676 



9584 
9587 
9602 
9605 
9611 
9612 
9619 
9630 
9631 
9667 
9668 
9674 
9693 
9719 
9729 
9736 
9738 
9756 
9757 
9774 
9781 
9785 
9792 
9800 
9819 
9820 
9827 
9834 
9837 
9843 
9853 
9854 
9890 
9898 
9907 
9918 
9920 
9929 
9936 
9944 
9946 
9947 
9951 
9966 
9989 



3 I 3 



9991 
9992 
9998 
10000 
10009 
10016 
10017 
10042 
10063 
10064 
10066 
10060 
10071 
10116 
10116 
10126 
10144 
10169 
10198 
10206 
10206 
10207 
10216 
10224 
10226 
10236 
10240 
10242 
10262 

10269 
10271 

10286 
10288 
10298 
10304 
10316 
10322 
10325 
10331 
10332 
10333 
10338 
10340 
10359 
10386 



5 I 3 I 5 f 5 I 5 15 I 3 | 



10387 
10389 
10401 
10413 
10440 
10450 
10467 
10477 
10486 
10502 
10638 
10640 
10656 
10577 
10593 
10600 
10603 
10604 
10619 
10650 
10657 
10662 
10664 
10676 
10683 
10702 
10709 
10713 
10717 
10719 
10720 
10728 
10737 
10739 
10746 
10752 
10753 
10771 
10772 
10774 
10776 
10781 
10784 
10800 
10808 

5 



10809 
10826 
10837 
10846 
10866 
10869 
10870 
10872 
10891 
10898 
10926 
10928 
10934 
10935 
10936 
10966 
10960 
10961 
10963 
10982 
10990 
10992 
10997 
10999 
11016 
11018 
11019 
11032 
11053 
11056 
11059 
11080 
11087 
11088 
11104 
11114 
11116 
11157 
11161 
11168 
11171 
11187 
11197 
11206 
11206 

5 



3 



11207 
11224 
11234 
11253 
11256 
11257 
11259 
11261 
11285 
11298 
11320 
11321 
11331 
11332 
11334 
11376 
11378 
11383 
11385 
11402 
11404 
11439 
11441 
11456 
11459 
11466 
11467 
11473 
11474 
11485 
11500 
11501 
11502 
11503 
11522 
11528 
11554 
11565 
11567 
11583 
11591 
11592 
11593 
11649 
11656 



11663 
11665 
11672 
11674 
11675 
11684 
11691 
11712 
11718 
11720 
11728 
11744 
11745 
11753 
11773 
1178a 
11789 
11799 
11800 
11801 
11836 
11864 
11880 
11887 
11889 
11897 
11923 
11925 
11951 
11955 
11962 
11970 
11980 
11987 
11988 
11989 
11991 



10 



20 



30 



T 



40 



45 



?0 



6. 

Theorie der Anziehung eines Ellipsoids. 

(Von E, Heine y Professor zu Bonn.) 



jjie UntersachungeD, welche ich hier oiitzutheilen beabsichtige^ nehmen 
denselben Gegenstand wieder auf, aber welchen ich bereits im Jahre 1844 
eine Abhandlung in diesem Journal, Band 29 veröffentlichte. Es wurde dort 
das Potential einer ellipsoldischen Schale mit beliebiger Massenvertbeilung, 
aus seinem Werthe für sämrntliche Puncte der innern Oberfläche, für 
alle Puncte des innern, hohlen Raumes berechnet, während ich damals noch 
nicht im Stande war, die entsprechende Aufgabe für das Potential in Bezug 
auf Aufsere Puncte zu einer Ahnlichen Lösung zu führen. Ich mufste mich 
damit begnflgen, das Resultat fflr den letzten Fall vermittelst der von Lame 
geschaffenen E darzustellen, denen ich noch eine neue Functionengattung F 
hinzufflgte, die aus der E definirt wurde. (Man vergl. dort S. 194.) 

Durch die Methode, welche ich hier in Kürze entwickeln werde, um 
die weitere Ausführung spflteren NachtrAgen zu überlassen, lassen sich beide 
Aufgaben mit gleicher Leichtigkeit behandeln, indem ich das Potential einer 
durch zwei confocale Ellipsolden begrenzten Schale, wenn die Art der Mas-- 
senvertheilung in dieser Schale gegeben ist, für alle Puncte, die ihr nicht 
angehören, durch ganz Ähnliche Mittel finde, die Puncte mögen innerhalb des 
hohlen Raumes, oder Über die Aufsere BegrenzungsflAche hinaus liegen. Hier- 
aus ergiebt sich die Anziehung einer solchen Schale auf irgend welche Puncte, 
und zwar, wie aus dem Endresultate« hervorgeht, ohne dafs es uöthig wAre, 
jene Gleichungen höherer Grade zu bilden und aufzulösen, die Lame in seiner 
wichtigen Abhandlung im IV. Bande des LtotirtV/^schen Journals definirt bat 

Die Schale, welche wir betrachten, sei durch zwei confocale Ellipsolden 
begrenzt, von denen das gröfsere die Achsen p«, ^(p?, — ^^), |/(p5_c^)^ dag 
kleinere die pi, yCp? — **)5 VCpI— O haben mag. Ferner bedeuten x, y, z 
und o?!, yi^ ^i die rechtwinklichen Coordinaten zweier Puncte, bezogen auf 
die Hauptachsen der Ellipsolden. Es kommt dann unsere Aufgabe darauf hinaus, 
eine geeignete Entwickelung des Ausdrucks 
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in eine Reihe zu findeiu Wir setzen dazu 

X =:= rcosö Xi = r^cosöi 

y = ^{f^ — h'^)s\nOcos(p Yi = |/(r^ — 6^) sin öi sin 99, 

z = y(r^ — c^J sin ö sin 9 z^ = y^(rj — c*) sin öi sin 91 

und denken uns r>>ri. Der Ausdruck R, welcher sich bekanntlich in das 
Integral ^ 

2nJ (T'\-iy cos fj-^-iz sin 7]) — (x, +i/iCosi7 + i2, sini;) 

verwandeln l6fst (wenn wir <==}/ — 1 setzen), gebt, wenn unter dem Inte- 
gralzeichen Zahler und Nenner zugleich durch ^{b^cos^rj-^-c^sin^ri) dividirt 
werden, in 



f- 



a—ß 

über, wenn a und ß folgende Ausdrücke sind: 

a = -77X5 — i — i — i . 1 *costf4- ,,., i I 1 i «gmgooso? 

+ ..j,, , — ,■ ., . ; 'Sintfsina? 

x'TTrr — 1 "f t • I 'Slntfismyi» 

Den Bruch 3 entwickeln wir in eine Reihe, welche nach jenen 

bekannten Functionen fortschreitet, die wjr durch die Buchstaben P bezeichnen, 
indem wir als Definition derselben die Gleichung aufstellen: 

*^"('^>- 1.2.^. ..V* V^ -2(2r,l)^ -f 2-n(2M-i)(2n-3) ^ "^^V 

Es läfst sich leicht zeigen, dafs der Coefßcient von P^(ß) bei dieser Art 
der Reihenentwickßlung ein Integral der DifTerentialgleichung 

ist: derselben, welcher auch P^(a) genflgL Wir nennen das hierher ge* 
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m 

Die Werthe von P„(/9) und Q„(a) werden endlich in die Form, in 
welcher ich sie unten gebe, gebracht, indem sowohl 

(X'{'y(x^—i)cos(yj—x)yco3m(yj—x)dx 
als auch 

y iy+V{y*—i)i(^-^^+e-^^)y'^^ 

(wenn m und n ganze Zahlen bedenten nnd r/KC^-f ^) ^^^ V ^abhängig 
ist, also die Integrale resp. gleich 

/^Cx^y{x'-i)co8xydx 
werden. Es nehmen Pn(ß) and Qn{o) die Gestalt an: 

P (ff)— ^'^-^'-'C^^*— *) (ft'cos'iy+c'sin'iy)-*" 
1 «2.3 • . . n fi 

mssn /*2n 

X 2 i"P,,,(co8 dl)/ (ri-f /(rj— **)co8/ cosiy-f-yCrJ— c*) sin;: sini7)"cos m(;i(— 9)i)<2r 

'^y (r+/(r*— 4»)co8i7.i(e*+e-*)+«Y(r*— c*)8ini7i(e«— e-'))»+i "*T"- 

Die Sommen sind so zn nehmen , dafs fOr m = nnd ft == die Hfilflen der 
rechten Seiten gesetzt werden; ferner ist 

(1.) P„p(C08tf) 

= sin^<cos-,_(lZ^r£z:üeos---H§5g;f^§^-^^^^ 
und jS ein solcher Ausdruck, dafs 

J '^»(/')'^|^(6«co8»iJ-f-c"sin»ig) 

verschwindet. 

Stellen wir (^O? C^O? (^0 oi>t diesen Gleichungen zusammen, so 
erhalten wir folgendes Resultat der bisherigen Untersuchungen. 
Es lAfst sich R als eine unendliche Reihe 

(2.) R = Z^-^^Z,^ ... -j.Z,+ ... 

CreUe's Jounal f. d. M. Bd. XLU. Heft 1. 10 
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darstellen, deren Utes Glied den Aosdrock 

y cosmu 9»!^ «^ (r^.^(r»— 6») cos 17 . !(«*+«-') +iV(r*—c*) sin 17 . i(e«_,r-*))-+* 

hat, worin die Sammen nach m und ^ wie oben zu nehmen sind und zur Abkflrznng 

CW k — (1.3.5 >..(2n-<)V 

gesetzt ist. 

Die Integration nach 17 lAfst sich ausfahren, indem wir die Zähler und 
die (— l)te Potenz des Nenners im Integral nach 1;^ nach Cosinus und Sinus 
der Vielfachen von 17 entwickeln. Wir fahren dazu die Bezeichnungen *) 

\ /(r^ — O sin ij sin;!:)" cos myi cos yij di; 



iifi 



4 pin p^n 



(4.) ^ -f y'(r* — t?) sin jj sin x)" sin «x sin yij dri 

^ '>^^~ aJ J (r+y'Cr'— 6») cosjy . i («*+*-') +iV(r»— c») sini; . ^(ff'_e-*))-+i 



— flO 



"^ ^'^'' ~ nJjV (r+»'(r»— 6») cos« . |(e'+e-')+iy (r»— c») sin i? . ^(e*— e-0)"+» 

ein und finden dann 
(50 ^» = ^^TT^*,,pt"-''P„„(costf.)'*..p(cosö) 

^ '^ »'* mssU />=() 9=0 

X (r*(ri) ir^''(r) cos m^i cosp(p + 11^ (r,) t£^(r) sin r/iy, sin;^^?). 

Far m = 09 /' = 0, ^ = sind die Hälften der betreffenden Glieder zu 
setzen, so dafs also z. B. von dem Gliede, in welchem m und p zugleich 
Null sind, nicht aber (/, der vierte Theil genommen werden mufs. Ein Glied 
wird hierbei das ganze Aggregat genannt, welches unter dem dreifachen 

stehL 




* « 



*) Die Gröfsen V, u, W, w sind zwar von n abhängig; es schien jedoch nicht notb wen- 
dig, diesen Buchstaben in die Bezeichnung aufzunehmen, indem wir jedes Z„ für sich be- 
trachten, also auch nur von den Werthen der V und für ein bestimmtes n zu sprechen haben. 



/ 



/ 
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Die ZnsammeDsteUang der Gleichungeii (1.) bis (5.) liefert die Ent^ 
Wickelung von R, aus der sich die Lösung unserer Aufgabmi ohne weitere 
Schwierigkeit ergiebt. Ehe wir m dieser schreiten^* wollen wir auf folgende 
Pnocte aufm^ksam machen: 

I. Wenn awei von den Gröfsen r, y(r^ — 4^), y^(r' — A*) einander 
gleich werden^ 60 sollen diese gleichen Linien y(r' — 6') und -^.(r^—c^) sein; 
und zwar ist b reell oder imaginfir, je nachdem jede der gleichen Lfingen 
kleiner ist, oder gröfser als die dritte. Man findet dann ohne Mflhe die Ent- 
wickelung, welche Neumann im 37ten Bande dieses Journals gegeben hat, 
indem die dreifache Summe im Werthe von ^„ fflr diesen Fall in eine ein-* 
fache übergeht. Es verschwinden nfimlich fflr b=:€ sAmmtliche IT, u, W, w, 
in denen der obere Index nicht gleich dem untern ist, und die genannten 
Functionen hängen dann nur von einfachen Integralen von der Form 

(ar-f cos/V'Ca?^ —1))" costnxdx 

und 

* e'^^di 

iy+V{v'-i)i{e'+e-^)r'^' 

ab, die sich nur durch constante, d. h. von x und y unabhängige Factoren, 
resp. von P„,m(a?) und Qn,m(y) unterscheiden, wo wir upter (?„,,» (r) die un- 
endliche Reihe*) verstehen: 

, (n+m+l)...(n+m+4) ^.«^ , \ 
"• 2.4(2»+3)(2»4-5) ^ T '-V 

II. Es ist offenbar Z^ reell, indem ü und u, W und w, verschwinden, 
wenn nicht die obern Indices mit den untern zu gleicher Zeit grade oder 
ungrade sind. Es ist demnach m — p eine gerade Zahl und i**"^ reell. Ans 
demselben Grunde umfafst auch die dreifache Summation in (ö.) nicht (n -f ^ )N 

*) Wenn ich in einer früheren Abhandlang Gewicht darauf legte, dafs (^i,o ein 
einfacher logarithmischer Ausdruck sei, so geschah es, weil dieser Werth daselbst in 
einem Beispiele auftrat. (Dieses Journal f. M. Band 26, S. 198.) Die Formeln zur 
Redoction eines jeden Qn,m durch eine endliche AuTMhl von Operationen auf Qojn und 
0u,i9 d. h. auf eine loffarilhmische und eine algebraische Function sind dort in d. Anm. 4. 
gegeben. Bei den Aufgaben, die daselbst vorliegen, schien die Darstellung der Q durch 
eine elegante Reihe — die hypergeometrische — nicht ungeeignet, indem mir eine Formel 
wie die Ncumunnsdie nicht bekannt war, die mit der Einfachheit den Yortheil vereinigte, 
sogleich als logarithmischer und algebraischer Ausdruck von endlicher Gliederzabi auf- 
zutreten. 

10* 
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sondern (i(n-]-l))^-|-(i^ii)' oder 2Q(ii-f 1))' Werthe, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist 

m. Man wird leicht einsehen, dafs die Integrale U{r) und ti(r) aus- 
gefOhrt werden können, und ganze Functionen von r, y(f^ — 6^) und y(r* — «*) 
werden. Wenn gleich die W und w nicht so einfache Ausdrflcke sind, so 
läfst sich doch zeigen , dafs dieselben sich auf elliptische Functionen durch 
eine endliche Anzahl von Operationen zurflckfQhren lassen ; und zwar erhalten 
jene Integrale die Grenzen r und oo. Die JV und w sind lineare Functionen 
dieser elliptischen Integrale. Wir wollen dies Resultat fflr die JV nachweisen, 
und zwar, um bestimmter in Eflrze das Wesentliche ausdrflcken zu können, 
fflr die W mit geradem Index p, indem die flbrigen Ffllle sick auf Ähnliche 
Art behandeln lassen werden. 

Es können diese offenbar ans Integralen von der Form 

zusammengesetzt werden, wenn g und h ganze Zahlen bezeichnen, von denen 
die letzteren zwischen und 2n, mit Einschlufs der Grenzen liegen, wenn 
ferner a, ß, y durch folgende Gleichungen gegeben werden: 

a = y(r^ — **) cos J7 — tY(r* — c^) siniy 

/? = r 

Y = Ot'^ — **) cos 1? -f ^iif — ^) sini?. 
Jedes Wp besteht aus einer endlichen Anzahl solcher Integrale, die noch mit 
gewissen Zahlen multiplicirt sind. In dem Integrale nach / machen wir €f^=^z, 
und setzen 

Bekannte Reductionsformeln zeigen dann, dafs I„^h aus lo,u durch eine Glei- 
chung von der Form 

berechnet werden kann, vfo A, B gebrochene Functionen vorstellen, deren 
Zähler ganze Functionen von a, ß, y sind und deren Nenner ein Product zweier 
Factoren ist, nämlich einer ganzen Potenz von ay und einer ganzen Potenz 
von ß^ — ay, welches wir k nennen wollen. Der Integral -Ausdruck (Ä) 
zerfällt demnach in die Summe von Integralen: 

(JB.) y'^Jcos'^iyrf// I /''"/i/cucos'^ijrfj?. 
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von denen das erste leicht ansgef&hrt werden kann, indem A, also auch 
Aeos^^t], eine gebrochene Function von cos 17 und sini; ist. QAcos^ij ist 
anch eine gebrochene Function von r, ^(r* — **) und /(r^ — c*).) Die wirk- 
liche AusfQhrung dieser Integration hat um so weniger Schwierigkeiten, als 
nach obiger Bemerkung der Nenner von A gleich (ayyk"" ist, wenn /u und 
V ganze Potenzexponenten bezeichnen und ay und k einfache Gröfsen sind, 
nämlich 

ay = (r^ — 4*)oos'i?-f (r^ — c^)8in^i? 

so dafs sich die Reductionsformel 

^ '^ ((r*— 6«)co8»ig+(r"— O8ln*ja>«(6"cos'ig+c"sin«i7)>' 

1 



((r»— Ä*)co8»^+(r»— c»)sin»i7V-*(6*cos*ja+e«sin»^)»' 

benutzen läfst. 

Wir wenden uns zum zweiten Theile von (E^^ welcher auf elliptische 
Functionen ffihrt, während der so eben betrachtete Theil keine Transcendente 
involvirt Das Integral i^^u I^fst sich ausfahren und giebt 

w 1 j r 4" /(&*co8*^ -f c*8in*i7) 

^" ~ 2i/((6»co8*i7 + e»8in*i|)) *^* r—V{b*oos*v+c'sin*fi) ' 

woraus man durch Differentiation nach r, 

e/ü,o 1 



^r (r*— 6»)co8*i7+(r»— c*)sin*i7 

findet, und somit den Ausdruck, welcher scheinbar complicirter als der frfihere 
logarithmische ist: 

/** ds 

Der vorliegende, B enthaltende Theil ist daher gleich 

lUr.^ J OSJ (,t_ftt^c08*Ja + («* — C»)8in*17 ' 

WO auch Beos^ij eine ganze Function von cos 17 und sini; ist, die wir für 
den Augenblick mit /^bezeichnen wollen, dividirt durch das Product (o/>''A;^ 
Indem man 
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in der Art serlegt, wie w (F.') Yorschreibt, xerfättt dieser Bmcb in zwei 
Theile, von denen der eine 

ist, der andere eine Somme von Gliedern der Form 

Es bedeuten a und r ganze Zahlen, K, p, q von e unabhängige Gröfsen. 
Da /~ = 7 — jr-r-T 9 so läfsl sich in dem Theile, der aus den Gliedern (i.) 

r 

fflr (£r.) entsteht, die Integration nach s und 17 ausfahren , und es bleibt nun 
noch mit dem Integralzeichen der Theil, welcher aus dem Gliede (H.) ent- 
springt, behaftet. Es ist derselbe 

jrrds p^ fdn 

J s^ J («•— Ä*)co8»i7+(«"— c»)gin"^ 

T 

oder (da das Integral nach 17 eine rationale Function von y(«^ — V) und 
|/(^ — ir^) sein wird) 

r 

WO -rp eine nach ^(jf^-^b^) und ^(e^—c^) rationale Function bezeichnet. Es 
ist also das einzige nnausgefohrte Integral ein elliptisches. 



Wir kehren nach diesen Abschweifungen zur Formel (5.) zurfick, 
vermittelst welcher wir leicht die Anziehung der ellipsoldischen Schicht, deren 
Dimensionen am Anfang dieser Abhandlung angegeben waren, auf irgend einen 
Punct finden. Hier mag nur der Fall betrachtet werden, dafs der angege- 
bene Punct ein äufserer ist, d. h. Aber die gröfsere UmhOllung der Schale 
hinaus liegt, indem der Fall des Innern Punctes sich auf eine ganz ahnliche 
Art erledigen läfst. Um die Formel (5.) mit der darin gebrauchten Bezeich- 
nung anwenden zu können, nennen wir die rechtwinklichen Coordinaten des 
angezogenen Punctes x, y, z, die eines Punctes der Schale 2^1, yi, Zi. 
Fflhren wir auf die zu Anfang bestimmte Art Polarcoordinaten ein, so wird, 
wenn wir zur Abkürzung 

(6.) A^{r] — b^) {r\ — (?) cos' Ö, 4- rj sin' 0, ((rj - V") sin' (^i + (rj - c") cos' Oy 
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setzen: 



i)x ÜY 8z — j fand, de, dtp, dr. 



Die Dichtigkeit der Schale im Puocte x^^ 7*19 z^^ maltiplicirt mit A, entwickeln 
wir in eine Reihe 

deren Glieder zur Classe jener Functionen gehören, die nach cos^i, sin^icos^i 
und sin 01 sin 9?! rational sind und deren ntes Glied X^ der Differentialgleichung 

. öfsinöj-2^) . ^, «. 
genOgL Wird noch 

gesetzt, so ist das gesuchte Potential der ellipsoldischen Schale (in Bezug auf 
den Aufsern Pnnct x, y, «:), welches wir mit V bezeichnen, 

(7.) V = F„+r,+ -..+F,-f ...• 

Die Form von F„ ist noch einer Vereinfachung fähig, indem bekanntlidi 



n 



(8.) X^ = -2* P,,„. (cos tfi) (F^(ri) cos wyi -f *„(ri) sin myO 

mssU 

gesetzt werden kann, wo F und # von der Hassenvertheilung abhängige 
Functionen sind. Erwägt man, dafs 



/"(P,.(costf)y8ln W = ^j^ 



ist, so findet man fflr F„ folgenden Endwerth: 

ps=n qzssn ge=n 

(9.) F. = -2'*„,pi-''P„p(co8tf){co8/ry-ra,IF';(r) + 8iii^y-Z'/9,ie5(r)}, 

ffir /? =s und ^ == die Hälfte des betreffenden Gliedes genommen , wenn 
a und ß durch die Gleichungen (für m = ist nicht die Hälfte zu nehmen) 

nni ^ _ "T <•" / Vo V;{r)F^(r)dr 



definirt 8Uid. 
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Wäre nicht, wie eben angenommen war, die Massenvertbeilong in der 
Schale, sondern der Werth des Potentiab V für eine der Oberflächen, z. B. ffir 
r==(>o gegeben, so wQrde man dorch Anflösnng linearer Gleichungen den 
Ausdruck von F für jedes r, welches gröber als ^o Ist, ans vorstehenden 
Formeln leicht finden können. Denn da F fOr r = ^ bekannt ist, so ist es 
auch T^ ffir r = (i^, also auch 



und 



für jedes p. Durch Auflösung der so entstehenden linearen Gleichungen erhält 
man die a und /9, welche, in (9.) gesetzt, den allgemeinen Werth von Y^ und 
vermittelst (7.') den von F verschaffen. 



Zum Schlosse dieser üntersnchong wenden wir in nnsre Formeln auf 
ein volles homogenes EUipsoId mit der Dichti^eit 1 an, dessen gröfste Achse 
(fo sei. Behalten wir die frflhere Bezeichnung bei, so ist Z^-f ^i*f " J^*'* 
die Reihen -EntwidLehuig von A selbst (YergL Gleichung (61.)}- Es ver^ 
schwinden dann alle X aufser Xo und X^^ und man hat 

J, = |(2»V— ii(»»-f «*))'Vo(costf)-|-i(»^— e»)rJP^,(oos2Ö)cos2y. 
BttrtKktm irtr ztmOeiM Yo<, so ist 

während die Abrifen F and «llft ^ yerschwinden , so dab (9. und 10.) den 
Audniok 

i; « i»7(r).p«i'(p5-**)>'(f5-c») 

lioforl« woraus C»^^ B«racksichligiiBg des Werikes von W, den man darch 
di0 UMoknnf 



4 * 

r 
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erhält), hervorgeht 

(12.) r„ = i"Q^M-i'')M-c')/ '^(,._i,.'^^,._,i) ' 

Zur Berechnung von F, hat man . 

während F^ and alle ^ verschwinden. Ferner ist 

Vll{r,) = nibri-b'^-e'), mir,) = |(n(2rJ-*^-c*)), 

ülir,) = r,?(r,) = i(^(c»-6')). 

Es wird also a, und /?g gleich Nall, dagegen 

«2=. *"(«*-*')eoy(pS-*')i/(c2-0 

nnd hieraus 

F, = -i7i(>o>/((»S-4')y((»S-c»){4P,,o(cos<^)((4'+c»)fr,?(r.)-f (*»-c»)>ri'(ri)) 

- i P,,. (cos 6) cos 2y ((6» + c*) fFJ (r,) + (6' - c") Fr.'(r,))|, 

oder, wenn man fOr diö W die Integral- AusdrQcke setzt**), welche (4.) 
dafflr angiebt: 

F, = i((>„]/((»2 - 4')y((>S-0) j-P^oCcos^yj^cos^»? + «:*8in'i?)rfi7X 



y(r+^(r*— 6^cosij.i(e«+c-')+«V(»-*— c*)8iB9.1(c*— «^)* 

+ i P.,2 (co^ö) cos 29/(6" cos* j? -I- c* sin*ij) rf»? X 

/ ^ .i(g'«+g-")rf< j 

-/ (»• + /(r*— *•) «08 «I • Ke* + «"') -f «V{r*— c») sin 7 . i (c*— e-'))*l 



— » 



Durch die Mittel, die unter (III.) angegeben würden, verwandelt man diese 
Doppel -Integrale in einfache, und erhalt dadurch 

(13.) Y, = np,^(^,--li^)^i(fl-i^)\-P,^,,(eo3e)/l^^^^^ 



*) Wenn man die Doppel -Integrale, durch welche die W definirt sind, zuerst in 
elliptisch^ verwandeln, und dann in T^ substituiren wfirde, so wäre das Verfahren für 
unsern Fall etwas schwieriger, und erst dann bequemer, wenn eine Tafel der W für 
eine Reihe von n bereits berechnet vorläge. 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 1. 11 
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Durch Addition von Y^ und F, findet man V, so dafs unsere Aufgabe gelöst 
ist. Will man von unserer Form auf die einfachere, von Dirichlet gegebene, 
kommen, so setze man fOr Ps^oCcostfj und P2,2(costf) ihre Werthe, die resp. 
cos^O^^ und sin^tf sind. Dadurch erhfiU man 

-f cos* tf + sio* tf cos 2^) (J^k~% — 1*Z(,t) \ • 
Da 

ist, so geht das Integral von r bis oo in 
.. /^ da fj^ _ r*cos*e _ (r*— ft*)sin'flcos*y _ (r*— Osin'gsin^ N 

r 

Ober. Man Oberzeugt sich leicht davon, dafs das mit sin^tf multiplicirte Inte- 
gral verschwindet, so dafs schliefslich erhalten wird: 

F = 2n,,M - y) M - YJi,.-ft V(^'- c^) (^ - 7^ - 7^» - 7^) • 
Bonn, im Januar 1851. 
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7. 



Note sur f expression \((«^)0 ) et les fonctions 

inverses correspondantes. 

(Par Mr. F. Woepcke, docteur agr^ge ä Tuniversitö de Bonn.) 



1. 
JEin appliquant ä rexponentielle le principe qui condoit de la soname 
au produit, da produit ä l'exponentielle, on parvient a deux genres differents 
de fonctions', parceque la somme et le produit sont symetriques par rapport 
a ieurs deax elements constitutifs, tandis que l'exponentielle ne l'est pas. 
Designons donc les expressions 



(((«-rr • ■ ■ ) et «('«("••■'"' V 



m m 



par n et a^ m elant ie nombre des repetitions de relement a, 

L'exponentielle a"" n'est effectivement que produit ou quotient, tant que 
Texposant est uu entier positif ou negatif, la base etant quelconque. Eile 
prend an caractere parliculier, essentiellemcnt diflPerent des fonctions inferieures, 
des que Texposant cesse d'ötre an nombre entier. D'une maniere analogue 
on obtient 



,(>=:ni— 1 



.^ 



(1.) a = a(« Ke < ^=" -' ' 

a etant une quantite quelconque^ reelle ou imaginaire, excepte zero^ et m etant 

un entier positif, ou negalif, ou zero. L'exponentielle a^^ ^ represente une 
seule de ses valeurs, et fii^ ^, /u^ etc. expriment snccessivement et toQS 
les entiers positifs et negatifs. 

• Dans les cas de vi negatif ou zero, il suffira de remarquer qu^on a 




/ — 2— m 

' a 



(2.) f f y>/«= « , 

11 



84 7. Woepcke, noie sur Pexpression v((a*)")' /. 

tn etani le norobre des repetitions de a dans le premier nombre, laquelle 

formule est analogae aux formules (((« — «) — a) — ä) — ••••=a(2 — m}, 

(((a :ä):ä):ä): = a^^""'"\ et 

>^ 
(3.) ya = a: 

expression qui me paralt susceptible d'un emploi utile dans le caicul de ces 
fonctions. 

Dans le cas oü a est un entier positif ou negatif, le second roembre 
de requation (1.) devient identiqae avec 

ce qui a son tour est identique avec o" '^ cette derniere expression repre- 

sehtant toutes ses valeurs. Or comme o"^ ' represente une serie developpie 
suivant les puissances de m, qui ne cesse pas d^avoir un sens precis lorsque m, 
au Heu d'ötre entier positif ou negatif ou zero, devient une quantite reelle 

OU imaginaire quelconque, on est en droit de definir par ft'^'^ ^ T^pression a, 
a etant un entier positif ou negatif, et m etant une quantite reelle ou imagi- • 

m 

naire quelconque. Dans le developpement de a suivant les puissances de m, 
m" aura pour coefficient 

\ /i=aoy=oo (— l)y-".^y(|oga)iU-f»- ' 

D'un autre cöte on voit aisement que /i^"*" \ si par cette expression 
ou represente toutes ses valeurs, ne sera plus identique avec le sesond membre 
de Tequation (1.)? pour un a reel ou imaginaire quelconque et un m entier 
positif ou negatif ou zero. 

Les valeurs de Texpression 

comprendront necessairement ceiles de Texpression 

e ^^ y 

qui evidemment implique Texpression a , teile qu'elle a ete difinie par Pequa- 
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tion (1.)* Donc, en posant une foncMon f{x) qui dans toote sa generalite 
satisfait a la condition 






ou bien 
(4.) log{A'« + »)} = log{Ao.)}.J2ii/^^ 4-2 jT(A*^.ae)[^)/-l, 

cette fonction coroprendra Texpression definie par reqaation (!.)• Supposant 

f{x) diveloppee en serie f{x)=:^Ci.xx: celle serie aura uo sens precis 

pour un X reel ou imaginaire, tandis que la definition de reqaation (1.) 
n^admettait pour m que des valenrs entieres positives ou negatives ou zero. 



m 



C^est donc cette serie qui representera I'expression a dans toule sa generalite. 
Yoici une propriete des coefficients de cette serie. En designant par 
A„ l'expression 

<p designant une fonction des ei^oients Co, C'x, .... C,_i, algebrique entiere 
et du degre o, on aura: 

en exceptant le cas /i = 0, (> = 0. Dans ce cas il faut encore diminuer le 

Pour Tusage d'un calcul dans lequel ou emploierait la notation ci-dessus 
indiquee, on peut etablir des formules telles que les suivanles: 

a =\a) , a.b = \a) .Vb) , ^ =\ a ) ♦), 



^ii>/= a ,\aj = a , iog^g ;= ■■,,, , J. , logW 



iv-» 



6'"~*.log6 



»«6+1 6 ^.-^v. n+l 



^) Ce qui donne immediatement /a = (^ a , \/ri/ = a, /a ss n. 
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On peot obtenir ces formales en employant la saivante: \og\a ) =^ a*^ Ao%\a ) 

#fl •""^L^'x. 

qai derive imm^diatement de la relalion a^" ' = {^a) .P.«.\og\a ) 
_ fl"±" log Ca") = «•".«*" \og\a) = log \\a) j. 



2. 

Ifl ^_ 

En posant a = h, je me sers de la notation {)^A = a^ defioie par 
r^quation 

(^a) = A. 

De h = a, ' on tire ^ = A.o'"""^{l -f (r/i — l)logö}, de sorte que, si m est 
an nombre positif eniier ou fractionnaire plus grqnd que Tanite, tandis que A 

crolt snccessivement de -f^ ^ ~f^^ ^^ ^^ I)^^ passera egalement par toutes 
les valeurs successives depuis -f 1 josqa'a -\- oc . 

D'nn autre cöle, de w^" ^ = A 11 suit 

logfl = logA.45^'-'">'**«% 
et par consequent^ en posant loga = y,^ logA=: j;, ^'""'"^ = A, on a requation 

dont la plus petite racine y est en vertu de la formule de Loffran^e: 



Q^^ rt' 



c'est a dire 



m m 

et comme y = log()|/A). i?^ sera une des valeurs de j^A, ceffe valeur de 

■^h pourra Stre reprenentee sous la forme d'une puhsance de h , puisque 
ef ' = h\ 




( • ' ° V 
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Le (,a-|-l)"** terme de la serie s^ divise par le //*"*' feruie, donne 

(£±ir,i-»).x, 

et comme le coefficient ( ^ ' ) converge vers e, tandis que u croit inde- 

finimenl, la serie *• sera convergenle des qu'on a (1 — m) log ä = -—p- , € de- 
signant une quaiitite tres petite. C'est a dire, il faut qu'on ait 



1 



dn n 1 



Posant ^("»-iK^^+o =n, ^4-6 = e, on a -7— = 7 377; donc n 

' ' am — c (m — 1)* ' 

est une fonction continue de m^ tant que m est une quantite entiere ou fraction- 
naire plus grande que Tunite. Pour wi = l-j , on a A = — , et pour 

m = oc on a A=:l; donc il correspond a chaque valeur de h, comprise entre 

et 1, une limite superieure de m^ comprise entre 1 et oc et determinee par 

i 
Tequatron m= 1 — , . — r-, qui est teile qu'en designant par m/, une valeur 

de M comprise entre Tunite et cette limite, la serie s sera convergente pour 
chaque combinaison A, m^ et fournira de cette maniere une valeur e"-^""^^ de 

Texpression |^/i pour des valeurs de h comprises entre et 1. 

La formule (7.) de la notice de Mr. Eisenstein, inseree dans ce Journal 
vol. 28. pageöO. lorsqu'on y fait m = l, sMdentifie avec la relalion (0.) 
obtenue ci-dessus. Comme il s'agissait ici d'exprimer en k et x, y ä la 
premiere puissance seulement^ et non a une puissance quelconque, on obtenait 
la relation (iB.) d'une maniere plus directe que par le procede d'ailleur Ires- 
ingenieux de Mr. Eisenstein. Mais on peut maintenant se servir de la for- 

roule (8.) de Mr. Eisenstein pour developper yj^h en serie suicant tes 

m 

puissances de m. Gar, en vertu de la relalion a^=-ijj/hy j^ette formule, 
lorsqu^oD y fait it == 1 , donne 

d'ou il suit immediatement que le coefficieul de la puisbunce m' dans le deve- 
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loppement suivant les puissances de m, sera 



m 



De'la möme maniere qa'on exprime la racine q/u par Texponentielle 

L " 

/i*^, on poarra ramener ä la forme a la fonction inverse qu'on vient de 

discuter. Pour cela, il n'y a qa'a determiner | de sorte quMI satisfasse a 

Tegaalion 

En employant une des formules presentees ä la fin du paragrapbe prece- 
dent, on a 

(5) = 

On aura donc a faire |-]-(wi — 1)A^'"*=1, ou, en posant f — l=t;, 1 — m = ti;; 

Nous venons de discater cette equation. Pour sa plus petite racine on obtient 
(Z#.) 1^0 = :S{Q\oghy ^--p, c'est a dire ij, == 2 ^ ^ ^ ' "" L. 

Mais on avait yo = ^ ^ — w)^ ( og ) ^ ^^ ^^^^^ ^^^ 770 = ^0 ~^ ou 

j_ = *. Donc lü = ^0+1 sera une valeur qui satisfait a requation 

k m 

Ce resullat peut 6tre verifie aisement de la maniere suivante. On a 

A = Ä = Ä . 

Or fio etant une valeur qai satisfait ä requation (C), on obtient A'^' = -^ 

= 13^ = *; donc h = h\ Mais on a vu ci-dessus que ä' represente en 



m V m 



k 
effet Texpression n^A; donc h^^ij^h c. q. f. d. 
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m 



Nous venons d'examiner la fonction qui, dans requation a ==^h combioe 
m et A pour produire a. Quant ä Paatre qai produit m par la combinaison de 
a avec A et a laquelle correspond le logarilhme dans la spbere de Texpo- 
nentielle^ eile n'offre rien de particulierement remarqaable. En noas permettant 

a 

Temploi de la notaiion IlogA^ que nous definissons par requation 



llogA 



h, 



on a llogA = log(logA)4-l ce qu'on peut ecrire aussi 

a a J\ aJ 

llogA = log (log A| 
Remarque. Le principe qui de la somme fait naltre le produit, du 

m m 

produit Texponentielle, de Texponentielle les fonctions a et a, ne c8nduit ä 
aucune Observation particuliere. si on Tapplique aux fonctions inverses. Cela 
est evident pour la soustraction et la division; quant a la racine et au loga- 
ritbme, on a 





'"rr ''^ \y a J br^ 



expressions du genre de celles qui ont etd dejä produites par Papplication da 
principe ä la fonction directe de I'exponentielle , tandis que les expressions 

a 

log« 
log« 

Q. a o a fl ^ M ^ 

log (log log (log (log a))) , log a 

n'ont pas de sens analytique, parceque Pune implique le logaritbme de 0, 

2— m 

Taulre le logaritbme rapporte ä la base 1. Je fais observer que a conduit 
egalement a la premiere de ces deux expressions inadmissibles. 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 1. 12 



90 



7. Woepcke, noie $ur Pexpresiion \\{a?)V* ) . 



Rien ne s'oppose a ce qu^on appliqoe de nouveau le principe aux 

m m 

fonctions a et a. Mais on voit qu'a pariir de la, les fonctions directes du 
möme ordre se multiplient, de sorte qu'a partir de l'ordre de I'exponenlielle^ 
il existera generalement 2^"*^^ fonctions directes de l'ordre n^ et a cbacune 
de ces fonctions correspondront deox fonctions inverses. 

Des rechercbes plus etendues permettraient de reconnaitre si des fonctions 
du mdme ordre peuvent dtre ramenees l'une a Pautre, et de quelle maniere 
on pourrait y arriver. J'obserye par exemple que Texpression discutee par 
Mr. Eisenstein dans la notice cit^e ci-dessus, est le cas particulier de la 

m 

fonction a qui correspond a iii = oo; et ce cas conduit, comme on Ta vu, 

m 

ä des formules qui rentrent dans la categorie de la fonction n. 

Peut-dlre ne sera-t-il pas inutile de remarquer que les fonctions des 
ordres superieurs presenteront des rapports qui ne peuvent £tre exprimes par 
des Operations inferieures; et que, de möme quMl existe des lois naturelles 
qui ne s^auraient ötre representees que par des fonctions exponentielles, et nulle- 
ment par des fonctions inferieures ä celles-ci, il pourrait exister dans la nature 
des forces, agissant suivant des lois qui ne sauraient 6tre convenablement re- 
presentees qu'a Taide des Operations superieures dont on vient d'indiquer Teten- 
due infinie. 

Paris, mars 1851. 
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8. 
Nachricht über JacoMs wissenschaftlichen Nachlafs. 

(Von 6. Lejeune Dirichlet.') 

Dald nach Jacobis beklagenswerthem Tode hat mir Frau Professor 
Jacobi mit einem mich ehrenden Vertrauen den gesammten wissenschaftlichen 
Nachlafs meines unvergefslichen Freundes übergeben. Um zunächst eine allge- 
meine Übersicht über denselben zu gewinnen, war es erforderlich, die zahlreichen 
Handschriften des grofsen Mathematikers nach den Gegenständen zu ordnen. Dieses 
Geschäft, dem ich mich, gemeinschaftlich mit Jacobfs hiesigen Freunden, den Herren 
Borchardt und Joachimsthaly unterzogen habe, war nicht ohne Schwierigkeit, 
da die Ma»<iscripte, wahrscheinlich in Folge wiederholten Wohnungswechsels, sich 
in grofser Unordnung befanden und die einzelnen zusammengehörigen Bogen oder 
Blätter, gewöhnlich ohne Paginalion, nicht seilen mühsam aus verschiedenen 
Convoluten hervorgesucht werden mufsten. Sobald diese vorläufige Arbeit be- 
endigt sein wird, in deren Ausführung wir durch die momentan hier anwesenden 
Herren Kummer und Rosenhain unterstützt worden sind, sollen die Hand- 
schriften unter des Verewigten Freunde, die sich dazu bereit erklärt haben^ zum 
Bebufe einer ins Einzelne gebenden Durchsicht vertheilt werden. Es hat sich bei 
der vorläufigen Anordnung gefunden, dafs nur Weniges völlig zum Drucke bereit 
ist. Meistens liegen wiederholte Bearbeitungen derselben oder nahe verwandter 
Gegenstände vor, die offenbar, wenn gleich jede Zeitangabe in den Manuscripten 
fehlt, sehr verschiedenen Zeiten angehören. Es werden diese Bearbeitungen mit der 
gröfsten Sorgfalt durchzusehen und zu vergleichen sein, um auszumitteln, welche 
der früheren durch die späteren überflüssig geworden sind, oder was aus jenen 
herauszunehmen und in die späteren an geeigneter Stelle einzureihen sein wird, 
damit der Wissenschaft nichts Wesentliches von des grofsen, unermüdlichen For- 
schers Schöpfungen verloren gehe. Die zur Veröffentlichung geeigneten Abhand- 
lungen werden im- gegenwärtigen Journal gedruckt werden, in welchem, mit 
Ausnahme der beiden besonderen Werke: ^Fundamenta nova etc.^* und ^Canon 
arithroelicus ^\ fast alle Arbeiten «//irodi'^ zuerst erschienen sind, und sollen später 
gesammelt werden; wie er dies schon selbst durch die Herausgabe des ersten 
Bandes seiner Werke (Berlin bei G. Reimer, 1846.) zu thun begonnen hatte. 

Neben der Herausgabe der yon Jacobi selbst verfafsten Abbandlungen be- 
absichtigen seine Freunde, die wichtigsten der von ihm in Königsberg und hier gehal- 
tenen Universitätsvorlesungen der Öffentlichkeit zu übergeben. Allen, die an den 
Fortschritten der mathematischen Wissenschaften Interesse nehmen, ist es bekannt, 
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\^ wichen Emflufs «/aco6t auch in seinem Berufe als Universitätslehrer, dem ersieh 
^M$ mit besonderer Liebe und dem seltensten Erfolge gewidmet hat« auf den 
grof^en Aufschwung gefibt hat, den die mathematischen Studien wahrend des 
leUten Vierteljahrhunderts in unserem deutschen Vaterlande genommen haben. 
Wann jetzt die Kenntnifs der höheren Analysis unter uns in einem Grade verbreitet 
isl^ wie zu keiner früheren Zeit^ wenn zahlreiche jüngere Mathematiker die Wis- 
senschaft in den verschiedensten Richtungen erweitern und bereichern: so hat er 
un einer so erfreulichen Erscheinung den gröfsten Anlheil. Fast alle sind seine 
Schüler gewesen, selten ist ein aufkeimendes Talent seiner Aufmerksamkeit ent- 
gangen, keinem, sobald er es erkannt, hat sein fördernder Rath, seine aufmun- 
ternde Theilnahme gefehlt. 

Damit einer so erfolgreichen Lehrlhätigkeit, welcher der Tod ein so 
frühes Ziel gesetzt, wenigstens die Nachwirkung erhalten werde, die das gedruckte 
Wort in Ermangelung des lebendigen gesprochenen hervorzubringen vermag, 
werden die Freunde des Verewigten seine wichtigsten Vorlesungen in genauer 
Reproduction durch den Druck veröffentlichen. Sie sind der Überzeugung, dafs 
den Jüngern der Wissenschaft kein wirksameres Bildungsmittel in die Hand 
gegeben werden kann, als ihnen die Vorträge eines schöpferischen Geistes dar- 
bieten, der es sich zur besondern Aufgabe gemacht hatte, seine Zuhörer bei allen 
schwierigen Untersuchungen in den Gedankengang der Erfindung einzuweihen. 
Da Jacobi seine Vorlesungen immer ganz frei und ohne Benutzung einer schrift- 
lichen Ausarbeitung gebalten hat, so enthalt sein Nachlafs, bis auf wenige kurze No- 
tizen, zwar nichts von seiner Hand, was auf seine Vorlesungen Bezug hat: dagegen 

• 

finden sich in demselben sehr genaue Nachschriften seiner bedeutendsten Vorlesun- 
gen, Welche von mehreren seiner ausgezeichnetsten Zuhörer herrühren und die er 
seit Jahren sorgfältig gesammelt hatte, theils um sich spater dadurch die Vorbereitung 
auf seine Vorträge ^ erleichtern, theils um sie bei der Ausarbeitung von Lehr- 
büchern zu benutzen, deren Herausgabe er beabsichtigte. Mit Hülfe dieser Näch- 
schriften und anderer von gleicher Genauigkeit, die ihnen zu diesem Zwecke zur 
Disposition gestellt worden sind, werden Jacobfs Freunde im Stande sein, seine 
wichtigsten Vorlesungen mit grofser Treue zu reproduciren. Es können von diesen 
Vorlesungen, die in einzelnen Bänden erscheinen werden, hier vorläufig die fol- 
genden: l^ die über die Theorie der elliptischen Functionen, 2^ über dieKreis- 
theilung und ihre Anwendungen auf die Zahlentheorie, 3^ über die analytische 
Mechanik, und endlich 4^ über die allgemeine Theorie der Curven und Flächen 
genannt werden. Bei einigen andern von geringerem Umfange bleibt die Ent- 
scheidung, ob sie zu drucken sind, noch vorbehalten. Berlin, im Augast 1851. 
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9. 

Jacohi in Roma. 

(Articolo necrologioo.) 

(Ritratto dasli Anntli di Science Matematiche e Fbiche pabblieati In RomA. Mareo 1851.) 



I^e rannoDzio della morle deirUIastre Jacobi, mancato neir ancor 
freaca eta di 46 anni, ha vivamente afflitto tntti i caltori delle roateroaticbe 
per essersi eslinto, cosi innanzi tempo, il piü grande o almeno uno de^piu 
grandi laminari che si avesse la scienza, non e a dire di quanto dolore abbia 
Gosternato gli amici saoi, e tatti coloro cbe hanno avato i*occasione di ammi- 
rame^ insieme coll^altezza dello ingegno, la semplicita et la bonta del cnore. 
Affabile, cortese, amabile e spiriloso nel conversare, di fede incorrotta, disin«^ 
teressato, amico leale, sposo tenero e padre ecceliente, egii era on vivo 
apechio, nno splendide esempio di virlü domesticbe e dtladine. Qneste belle 
a rare doli deiranimo noi avemmo la sorte di conoscere ed amare in Lni 
allorehei viaggiando per Tllalia a cagion di salute, si trattenne qni in Roma 
per oltre a sei mesi in compagnia de^snoi illuslri amici e coUegbi sigg. Dirichlel 
a Steiner, dalFottobre del 1843 fino all'aprile del 1844. Ei ci sta tnttora 
presente (ol dolce rimembranza) con qnella sna maestosa persona dalla fronte 
pmerica e dairoccbio vivace e penetrante; ancora ci par di vedere la gioja 
die gli brillö snl volto qnando, nel visilare la preziosa biblioteca matematica 
del cb. prof. Tortolini, vi scorse nn esemplare della sna grand* opera Fun-- 
damenla, ed il giornale del sig. Crelle ove ha depositato tante ammirabili 
prodnzioni delPalta sua mente! Ancora ci snonano air oreccbio le parole onde 
e^ estemava la saa ammirazione ed il sno affetlo per la nostra Roma, che 
Tolentieri avrebbe scelta a sua patria seconda; e le parole onde commendava 
la nostra bellissima lingna nella qaale si volle provare di scrivere. E scrisse 
e^ tedesco in italiano, e, cbi, lo crederebbe? scrisse non senza grazia, pro- 
priela ed eleganza, come ne fanno testimonio tre sne imporlanli Memorie, e le 
Ubere tradnzioni di una Memoria del sig. Kummer, e di nn*altra del sig. Steiner, 
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inserite nel ^ornale arcadico (too^i ^^ ^ 9^)*)* ^^ <ii ^^o non e da ma- 
ravigliare; poiche sappiamo che sino da*pi& teneri anni ei fc conoacere, 
simile a Pascal, di qnal penetrasione e vastila ai fosse la aua mente, accop- 
piando alle studio delle scienze esatte (delle qnäli poi lia tanto aervito al pro- 
gresso, versande nelle loro profondita tesori di noova Ince) la coltara delle 
lettere greche e latine, e delle pin nobili tra le moderne, non discaro alle 
mnse avendo pin di nna yolta composto yersi nelle lingoe di Omero, di VirgUio, 
e di Klopstock. 

Ecco an breve cenno deiruomo che tanto speravamo di rivedere tra 
noi, e che la morte ci ha rapito per sempre, qaando appnnto il suo apirito 
era pervenuto a qoella forza, maturita e pienezza di se che suol prodarre firatti 
piü abhondanti e pia perfetti. Nel dolore che acerbamente ci affligge, non 
TOgliamo rimanerci dal manifestare on desiderio, che sara presto adempioto, 
non ne dnbitiaroo, ed e che, nella patria del gran Federico, si faccia verso 
il grandissimo geometra Jaeobi qaello che per Abel giä fece il sao pietoso 
naestro, raccogliendo in ano tatte le sae opere, tanto edite e sparse nei 
giomali qaanto inedite, e formando cosi on immorlale monamento che sara di 
progresso per la scienza e di gloria per la nazione alemanna. 

A nome degli amici di Jaeobi in Roma. 

D. Ckelini. 



*) Memorie originali — Sopra le fonzioni di doe angoli proposte da Laplaee 
nelle ricerche sulla figara della terra. 

Sulla condizione di egoaglianza di doe radici deireqoazione cubica dalla qaale dipen- 
dono gli assi principali di ona soperficie di 2^ ordine. 

Sol principio deiroltimo rooltiplicatore, e del suo nso come principio generale di 
meccanica. 

Traduziam^ SuU*equazione cubica per la quäle si determinano gli assi principali 
delle superficie di 29. ordine, per Kummer. 

Teoremi noovi suIle coniche inscrilte e circoscritte, per Si einer. 



95 



10. 

Demonstration des formules de M. Jacohi^ relatives 
k la th^orie de la rotation d^un corps solide. 

(Par Mr. Samoffj professeur d'analyse a runiversitä de St. Petersbourg.) 



1/n verra peut-£tre avec qaelque interdt dans ce memoire la demon-* 
atration des belles formales, relatives a la tbeorie de la rotation d'on corps 
solide, ^e rillustre auteur des y^Wundamenta nova theoriae funcHonum 
elÜpticarum^' a pnbliees d'abord dans les compies rendus de TAcadimie 
des Sciences de Paris le 30 Jnillet 1849 (T. XXIX No. 5) et puis dans le 
Jonmal de M. Liouville. 

Je rappellerai avant tont les formales fondamentales de la tbeorie de 
la rotation d'un corps solide aatour d'an point fixe, dans le cas oü ancune 
force n*agit sar le corps. Soient Xi^ y^, Zi les coordonnees d'nn point quel- 
conqne da corps par rapport a trois axes fixes, dont Torigine O est le point 
fixe, anloar duquel s'effectne la rotation, et x', y', z' les coordonnees du 
mdme point par rapport aux axes principaux d'inertie, passant par O. De- 
signons par A, B, C les moments d'inertie relatifs a ces seconds axes, et 
supposons A>B>C. Prenons le plan invariable poar le plan des x^^ y\ 
et soient: Tangle z^Oz', yj Tangle compris entre Taxe Oxi et Tintersection 
ON des plaus XiOyi et x'Oy', enfin <p Tangle NOx\ En posant 

y, = I, V + by + C V, 

on adra par les formules donnees par Euler pour la transformation des coor- 
donnees : 

a = sin 9 sini// cog ö 4" cos y cos V', b = cos 9) sin y/ cos — sin^cosi/'^ 
\(J = sin 9) cos 1// cos — cos<psm\p, V = cos 9) cos 1// cos d -f- sin 9) sin v^^ 
fs -x ja" = — sin y sin ö, 6" = — cos <^ sin 6, 

c = sm ö sin \p, 
c' = sind cos 1//^ 
c"= cosö. 

CreUe*! Journal f. d. M. Bd. XLn. Heft 2. 14 
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Soienl p, q, r les vitesses de rotation aatour des axes Ox', Qy', Oz', 
considerees comme composantes de la vitesse angulaire instantanee ; l la valeur 
du moment principal des qaantites du inouvement, et h la somme des forces 
vives. Cela pose, on aura 

2 jCar+(J5— ^);»yö/=0, Bdq\{A-€)rpdt^fi^ Adp-\^iC-B)qrdl=0, 



j l*—Bh+(B—Ü)Cr* 



^^■^ ^ — (A-U)A 

^^-^ y (B—Ä)B ' 

(5.) a"= — sJD y sin d = -7^ , b" = — cos y sin ö = -j^ , c" = co8Ö — "^ 

fa^ fs, ±AAB).€dr 

'• -' "^ ~ V[t*—BhA-(B—€)Cr*'\lAh — l*-{-(C'-A)Or*y 

(Voyez le Traite de Mecaniqae de M. Poisson.") 

La formale (6.) peut ötre ecrite sous la forme 

±V{AB) dr 



(6. bis) dt 



V(ß - C) (A - C) Vir'- Q) (P~ r») ' 
si poar abregor on fait 

p _ Ah—n ^ Bh—p 



{A—C)C' ^ (B—C)C 

Dans le cas consid^r^ par M. Jacobi, on a ^A ;> /% Bh >> /^; per 
consöqaent JP et sont positifs et P>Q. Pour que dt soit röel, on doit 
avoir r^'>Q, i*<iP; donc on peut poser 

r* = Pcos*e-f(?sin*6, 

e etant reel. Si de plus on fait 

r7^ u — JO -- JjA-CHBh-P) 

^*'J " — f-p- — }/ ^B~C)(Ah—P)'> 



on aura 



CS.) * _ y(i-Ä ; _ y— p— — y^it_C)(Ah-n' 

r" = P(l— A*sin'c) = Pj\e,k), 
ro-k fff — ±y(AB€) dt 

Posant dans cette formule 

(10.) y -^f^ = n. 
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et donnant au radical le signe -\-^ pour que le temps croisse avec e, eile 
devient 

n6l = -t; — TT-; 

d'oü Ton tire 






r designant nne constante arbitraire. 

La valeur nl-f-r se trouve ainsi exprimee par une fonction elliptique 
de premiere espece, et c^est eile que H. Jacobi prend pour argumeot dans 
ses formules. Faisant nt-\-x = u, on aura 

Ia = am(ti), r* = P^ani(w, A), 

ou 0(ti), ^i(^) sont des fonctions bien connues, qui jouent un si grand röle 
dans la theorie des fonctions elliptiques. 

Apres avoir substitue cette valeur de r dans la formule (3.), on 
trouvera 

Hettant ici 1 — Ar'sin^am(i/) au lieu de ^^ani(ti), ainsi que Ics valeurs de P 
et k^, trouv6es plus haut, on aura, toutes reductions faites: 

De la möme maniere la formule (4.) donne 

^^^•^ ^ . 1(1*— Ch) . , . ,J{i*—Ch) H{u) 

Sabstitnant ces valeurs de /», y, r dans les formales (5.) on les xMaW 
par la a 

(14.) a"=- sin <p sin ö = -^ = ±y}/^^^^E^-*50S ■"(•') 
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(15.) y'=-cosysing = -^ = ±-|-y ^^~^*^ '8inam(«) 

■_ ■ i J B(V-Ch) H(h) 
— - / F B—C V*Ö(«)' 

(16.) c"= cosö = ± y y ^^^''~c^ -Jmiu) 

— -I. * ,/ c(Ah-n yv g. («) 

Tels soDt les cosinus des angles {x'Oz^y (y^Ozi), (a^Ozi). 
Les formules (14. et 15.) donnent 

(17.) tgy = ±] /j}^Zc) -cotam(«), 

pour calcoler Tangle ^, que fait Taxe o?' avec la ligne des noeuds ON. Le 
facteur constant o/^~/;x d© ^^W^ formule est <C 1 ; donc od pourra poser 

V R(A~cl =^^^^ßß designant par ß une quantite reelle. M. Jacobi con- 

sidere ß comme Tamplitude d^un argument ellipHque K' — a, rapportö aa 
module complementaire k'; K ' etant rargument complet relatif au mdme module. 
On a aiosi 

d 

. /> . f ij\ cosam(a, if) lA(B — C) 

8in/3 = s.ncoam(«,Ä') = ^.„^^j^/ == ^ß^:::^' 
De cette derniere formule on tire aisemeut les expressions saivantes: 
^cosam(«,Ä)=/y^^3P^ = ^^jj^^-^, ^am(a,Ä') = jV-^BZ:^, 

cosMa{a,k') = j'^-^^—^^ smam(a,&') = yy-^jz:^i 

tgam(«,Ä) = y.^^^^,-^. 

Passant dn module A:' a A c. a d. de rargument reel (a, A:), a Targument ima- 
ginaire {ai,k)^ on trouve (Fund, nova §.19.): 



/O. Somoff, sur la ihiorie de la rotaiion d*un corp» solide. 99 

(18.) sinain(«t,A) = itgaiD(fl,Ä') = .y-A_-^ = W'<^aS)' 
(19.) COS am (at^ Ar) = -. — tt* = fv-rm — ttit = t/t' q/ •; ^ 

^ •' v> •» / cos am (o, *♦) r ^(/ — CA) f A 0(ai) 

^ -^ V ' / cosain(a, Ä*) r -J{/J — C) ' 0(«) 

C^l.) tg8m(«i,Ä;— _y_____ _ ___ 

par conseqaent 

' / /»—Ca _ /^Ar €>(m) / 1 



•Ä'Ä,(öi) ' 



^(J — C) uiyh' B^iai) A cos am (ai) ' 

ras 1 / / ^'-g _ /•* e,(at) _ J^ ^ain(at) 

\^aa.) '^|'ß(£{_c)— H *Äj(oJ) ~ /** cos am (ai)' 

(^A— /*) / IZ(oj) / , ... 



y 



En Terta de ces expressions les formales (11 16.) peuvent ölre rem- 

piacöes par celles-ci: 

. / 9(ai)HAu) , /cos am (u) 

— -4 £r^(ai)8(u) ^ jlcosam(ai) ' 

^oq^ /^ + J. 0^(oi)g(fi) / z/am (gl) sin am (y) 

^^ö.j \q — :Siß's,(ai)&{u) ~ -' Äco8am(ai) ^ 

J_ H(at\S^{u) ^ Jtgam(ffi)^am(M) 

' "" -'C'iH^{ai)e{u) ~ — iC ^ 

'it o5n,r»c;«Ä _L QMH|(tO cosam(fi) 

a = — sin cp sin Cr = + r^ . ../.. • = + -—r- • 

i ^ "~ -"i («0 ^ (*') "^ cos am (fli) ' 

(24.) /*" = -cos<psinö = ±1^?^ = +A3EM^!p^^ 

^ -^ 1 ^ //j(aO@(M) "" co8am(iit) 

c" = +cosd = + ^^f f^i"! = + ♦g""<^?^""("> . 

Les signes de p, q, r et ceux des cosinas a", V\ c'' sont toujours les 
mdmes, et par dependent par conseqaent de la position des axes x\ y, %^ par 
rapport aa plan invariable. Poar bien voir comment se meuvent ces axes 
des Porigine de l'argament ti^ nous supposerons / = avec 11 = 0, c a d. 
f = 0; alors on aara pour Torigine du mouvement: 

„ ^ . l__ ^ . J P-Ch 

^ — ^cosam(ai) — r^(^— (7)' 

_i_ '• / -N j^,/ Ah—P 

r = ±^lgam(ai)=±y^^^j-^; 
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Aa 

et ä cause de y = on a ä" = -j^ = 0: donc Taxe Oy , i Tinstant f=0, 

est dirige suivant la ligne des noeuds. Supposons, pour fixer les idees, que, 
le plan invariable etant horizontal, Taxe du moment Ozi seit dirige dans le 
sens de la pesanleur, et prenons la direction Ox' au dessus de ce plan; 
alors x'Ozi sera > 90® et par suite a" negatif. II faut donc prendre p 

ä rorigine avec le signo — , savoir p= — -j j-^ • Le temps allant ä 

croltre, on aura au commencement du mouvement: 

2 cos am (u) 

'^ A cos am (ai) ' 

et comme cos am (ti) diminue, Taugle x'Ozi diminuera aussi mais restant >>90®, 



jusqu'a u = K, c. a d. jusqu'a / = — . La direction Ox^ a Torigine est 

perpendiculaire a la ligne des noeuds ; peu apres eile forme un angle aigu avec 
Tune des directions de cette droite, et un angle obtus avec son prolongement 
Or un de ces angles est y, et comme on suppose y'OA^= a?'Oj?V-f 90®, on 
prendra pour (p Tangle aigu; donc la direction de ON, a Torigine du mou- 
vement, sera opposee a celle de Oy, et c'est a eile que se rapporte Tangle v^. 
Le temps t et Targument u allant a crottre, Tangle y'Oz^ deviendra obtus; 
donc on fera 

/ j/i^ \ jL'f Alf ^am(iii)sinam(u) 

cos(/Oai) = *" = -yi. = ^ / -v ; 

•^ / cos am (ai) ' 

par suite q sera negatif. Les valenrs de p et q etant negatives, ainsi que 

B — A, le produit {B — A)pq sera aussi negatif; donc, en vertu de Tequa- 

tion (1.) on a 

C8r^(B — A)pq8t = 0, 

oü 8r doit dtre positif. Or 

/ ML n 

dr = +}/ f(^_f^ • K^ sin am (u) cos am {u) du, 

et comme sinam(f/), cosam(ti) et du sont positifs, il faut prendre 

/ Ah—P , . , ;tgam(«i) . , , 

pour que dr soit positif. Par suite 

(25.) c" = -^ = cos(? = — Üf^^am(ii) 

est aussi negatif; donc la direction de 0%^ doit 6tre prise au dessus du plan 
invariable. 
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Cela pose^ on aura 

icio-x • • n cosam(«4) . ^ iiam(ai)sinain(fi) 

(26.) sinwsmO = 7-^, cos a> sin 9 = —^ :--i-^- 

^ cosam(aO ' ^ cosam(ai) 

La formule (25.) donne 

(27.) sind = ^7-^, 

^ ^ cos am (ai) ' 

OD posant, pour abreger, 

R = }/(l — Af^sin^aiii(ai)sin^ain(ti)). 

Ce radical doit dtre pris avec le signe -f? parceque sin^ est toujours positif, 
Tangle d ne pouvant exceder 180®. Des formules (26.) on tire 

/OQ^ ^* cosam(ti) ^am(iri)sinam(M) ^ cosam(fi) 

l4o.) sincp= „ \ cos(P = ^ ^-^, tffa) = -3 — , ., . ' - 

^^ ^ ^^vuöy/ jj 9öV^ z/am(flri)sinam(M) 

Cherchons maintenant Tangle yj, compris entro la direction OX et 
une direction arbitraire Ox', menee dans le plan invariable. Pour calculer cet 
angle, on se servira de Tune des formules: 

(29.) drp = J^Z^7r'ö^ rdt = d(p — cos d drf/. 

La premiere fait voir que y; diminue quand / et ti augmentent. Donc, il faut 
compter cet angle ä partir de ON vers Ox' dans le sens du mouvement du 
noeud N. La seconde de ces formules est la plus avantageuse pour calculer 
Tangle tp. On en tire 

(80.) 5v = -fc^. 
La differentielle de ia valeur \g(p (28.) donne 

«^ cos'g)dani(u) 



sin'ain(u)z/am(u)^ 

et a cause de 

Q , V ^ , \ '^ 2 if* am (oi) sin* am (m) 
dam(ti) ==: JBm{U)du, cos y = ^-g» , 

cela se reduit a 

*^ ^/am(o/)^/am(u)^u 

Apres avoir substitue dans (30.) cette valeur de dq>, ainsi que Celles de r et 
de cos^^ trouvees plus haut, on obtiont 

iJ9im(ai)du Idu 



d\p 



Ä*lgam(fl/) ' Cn 
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Pour simplifier Celle formale, il faul exprimer n en fonction de r^rgoment (m). 
Or, en vertu des formales (20. et 21.) on a 

et la sabslitation dans (10.) donne 

(dl.) n — —j2^ ^ain(ai)^ 

par saite 

l jA Jain(ai) 

TST ^ — C *tgain(iii)^ 

^^ — tgam(at) Vä^-X:IC>'^*'^ 
oa bien aassi, apres qaelqaes reductions: 

^rtrt«! fs lüg* sin am (ai) cos am (ni) J am (ot) sin'am (ti) du C i^am(gt) >> 

V. -J r 1 — &'sin*am(aj)6in*am(i4) ^— C* tgam(at) 

II est aise de voir que \ ,.^ est la differentielle de log sin am (m) par 

rapport a n; car 

dloffsinam(at) cosam(iit) d am (ai) . d am (oi) . . ... 

da smam(a}) da da ^ ^ 

donc 

dlogsinam(at) tz/am(at) 

Sa tg am (ai) 

Or sinam(at) = ^^j^^, donc 

f33^ ^'^g"» (Q*) _. dlog^(gi) dlog e(ai) 
^ '-^ tg am (ai) Sii 5a 

Par une propriete fondamentale des fonctions 

Z{u) = il2|^ (Fund, nova §. 53.) 

on a 

(34.) **sin .m (aO cos am (a.Vam (of) .i.>«,m (u) _ . ^ _ ^. __ ^ ^ ^. 

^ -^ 1 — A*sm*am(ai)sm*am(u) v / i i v / x v i / 

En vertu des formales (33. et 34.) Texpression (32.) se reduit a 

-f i i[Z(« — flt) — Z(tt 4- «)J 5ti. 
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Mais 

•/>/ -N öloff0(oi) „, .. dloe6(u — ai) „,* , .. dloaGiuA-ai) 
»Z(m) = — sJT-^' Z(tt— oi)= — 2-^^j i, 2r(tt + «i) = ^-l2_l!lX^, 

donc 

;)«, — C aiogfl(aO a„ I ^ eioge(aO ^„ 

öv - - juc — e^ — ^"T jrre — ä^^ — ^" 
, . r öiog©(«-«i) aioge(«+«f)i ^,^ 

Posant, ponr abreger, 

(350 3J:^[cÜ2f«-^ÜM|W] = „. 

et prenant Tintegrale, on obtient enfin 

(36.) rp+n'u+D = l.-log(-l^), 

D etanl une constante arbilraire. Pour la determiner soit %pz=%p^^^ pour PinstaDt 
/ = 0. On aura 

donc D= —tpii et 

V-V.,+»'« = i»'og U(«+ Ol) > 
Posant 

(37.) ^ — ^„ + n'ti = ^— V()+nn7 = i2 

et passant des logarithmes aux nombres, on obtient 

et par saite 

(.dö.) cos 3^ — 2/(©(„+a,)©(„_o.)) ' '"'" "" 2iY(ö(«+oi)6(„-«)) ' 
Par la formale (3.) du §. 53. des „f\indam0nta nova''^ on a 

y(0(tt4-fl»)0(M— fli)) 

= V(0) y Cl — ^ S'P am («) s'P am («)) = V(0) ^ "' 
donc 

/ o _ e(0)[e(«+o«He(tt-o»)] 

(39) ) 2©(«)©(«)Ä 

r°" 2i©(t<)@(at)Jt ' 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2. 15 






104 iO. Somoff, sur la theorie de la rotation iPun corps soUde. 

II est facile maintenant de determiner les directions des axes mobiles 
Ox, Oy, Oz, auxquels M. Jacobi rapporte la position du corps. Soit ONx^ 
la Position initiale de ON, a Tinstant t: Tangle NOIN^^ sera egal ä la diSerence 
V^o~V^' donc, si Ton porte sur le plan invariable, a partir de O^o vers Ox^^ 
Tangle nn!t, le second cöte de cet angle determinera une direction Ox de 
maniere que ^xON ::= nnV — y/^, -f i// = £i, D'ailleurs, il est evident 
que cette droite aura un mouvement uniforme dans le plan invariable; avec 
une vitesse nn'. Cela pose, menons une perpendiculaire Oy a Oxj de Sorte 
que j/yONii = 90^ — ii. Or les directions Ox, Oy avec la direction Oz 
opposee a Ozi^ formeront le Systeme mentionne des axes mobiles, auxquels 
M. Jacobi rapporte la position du corps. Designant par x, y,z les coordon- 
nees d'un point, rapporte a ces axes, et posant 

j.= ax'-{-ßy'^Yz\ y=olx'\ß'y'\y'z\ 55=a'V-j-/3y+/V, Ö'=18Ö«-d, 

on trouvera par la transformation des coordonnees, ou bien par la trigono- 
metrie spherique: 

a = cos (f COS £2 — sin 9? sin S2 cos ff, 
a' = cos q) sin £2 -f sin q) cos £i cos ff, 
a" == — o" = sin 9? sind, 

ß = — sin 9) cos 12 — cos (p sin 12 cos ff, 
ß' = — sin 9} sin i2 -f cos (p cos i2 cos ff, 
/r = —6" = cos 9) sin ö, 

Y = sin 12 sin 0, 
/ = — cosißsinö, 
/' = cos ff =z — cos 0. 

II est maintenant aise de parvenir aux formules rapportees a la fin de 
la page 99 du No. cite des j^Comptes rendusj*' II n'y a qu'ä substituer dans 
les formules preoedentes les valenrs trouvees de sinq>, costp, sin 6, cos^^ 
. sin 12^ cosi2. (Voyez les formules (25., 26., 27. et 39.)} On aura ainsi 

®(0) r(sinaro(t«)cosam(ai)^ain(ai)4*sinam(ai)cQsam(ii)Jam(u))6(t«4-ai)l 

2e{u)e(ai)cosBm(a4)l ß^ J 

I Q(0 ) r(si"aw(^)cosam(ai)^am (ai)— sinam( ai)co8am(ti)iiam(fi)) 0(fi— ai)"l 
+ 2&(u)e(ai)cosam(ai)L ^ W J 

Or, par les formales foadamenlales de la theorie des fonctions elliptiques, 
on a 
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sin am (u) cos Bm(ai)J am (ai) + sin am (ai) cos am {H)JBm (u) 

— ^i 

= sai.m(i.±«) = jjy^ijj^ , 

«,s.m(«) = |/(|)^, Ä = e(Ä) = e,(0), 
donc, toates reductions faites, oo obtient 

_ e.(O)[.H(»+«0+-H(«-w)] . 

~ 2©(u)Ä,(oi) 

de möme on trouvera: 

^ — 6{0) r cos am (« -|- m) 9 (u -f ai) -j- cos am (u — ot) 6{u— ai) 

" ~ 2Ö(tt)0(a») L cosam(ai) 

^ e(0)[//,(«+at)+fl.(«-<H)1 

2©(M)lf,(ai) ' 

_ e(O)[0(«+ai)-e(«-fl,-)i R 6>(0)j/^.[e(«+o0-e(«-ai)] 

'' 2i0(M)0(ai)il cos am (Ol) ~ 2jÖ(u)Ä,(oi) ' 

ou, ä cause de 



• /¥ = W CFund. iiovap.173): 



©(0) 

V _ g.(0)[Q("+«^)-Q(«-«i)] . 

' ~ 2»©(«)if,(oi) ' 

«' = o-A/ Via/ -x T-v [sin am (u 4- tu) {u 4- ai) — sin am («— ai) 0(w— «i)] 

2t©(u)@(at)cosam(cH) *■ v i / v i / \ / v /j 

_ ©(0) [©(«+«•) — .«(m— ai)] _ ©, (0) [■&(«+ <n) — H(w — ai)1 
~ 2j0 («)•*'./?,(«) 2ie(w)tfi((n) ' 

^ 0(O)[cosam(M— fli)0(««— oi)— cog«m(tt-{-oi)0(tt-)-<w)] ___ G(0)lH,(u-ai)—Hi(u-\-ai)} 

" ~~ 2»0(M)0(oi)cosam(«) ~ 2i0 («)//,(«•) ' 

,_ 0(O)[0(«+gi) + e(M— w)]lt __ //, (0) {0{u4-ai) 4- 0(«— oi)] 
y 20(u)0(<M)Äcosam(<M) 2ö(a)//,(oi) ' 



» .» „ e{ai)H,{u) ff, .„_ 0,(ai)fl(ai) „ ., _ Hiai)0Au 

■ ~' H^{ai)0{u) "> P — " '" HSai)e{u)'> ' ~ iH,{pSß{u 

Ges expressions des neuf quantites: a,ß,....'/' s'accordent parfaitement 
avec les fomrales de M. Jacobi. 

La vitesse angulaire de la rotation instantanee w = ■^(p^-{-^-\-r'^) 
peut dtre decomposee en trois autres Wj,^ Wy, tr,, dont les axes de rotation 
sont les axes des coordonnees Ox, Oy, Oz. Or poor determiner ces com- 

15 • 
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posantes, on a 

1= (^p cos (f — q sin y) cos i2 — [( /i sin y -]- ^ cosy) cos ff —r sin 6] sin i2, 

(40.) \ "^y = «>+/^'y+/^ 

= {pcosfp — q sin y) sin i2 -f [(/i sin y -}- ^ cos (p) cos ff — r sin Ä] cosi2^ 

ff I Off I ji J;>*+Ä7*+Cr* A 

D'ailleurs, en vertu des formules trouvees plus haut, on a 

/cos* am (u) //f/*ain (m) sin* am (ti) 

wsina)= TS 7-4r? «coscp= »„^ — , ., , 

' ^ ^jRcosam(ai) ' ^ ^ tfilcosam(at) ' 

/^ am (dl) sin am (u) cos am (u) . IJzm im) sin am iu) cos am (ti) 

^ ^ -^Äcosam(€M) ' ^ ^ jßj? cos am (oi) ' 

et par consequent 

^-- ^ . 1 l Äcos*am'(fi)+-<^J*am(iri)sin'am(fi) 

(41.) ;»sina) + 9cosa) = j^r ^-^ —^ ^, 

^ ^ ^ T- I 7 T- ^^ Äcosam(ai) ' 

rMCk^ • '(^ — -^ z/am(ai)sinam(ii)cosam(M) 

(42.) ;>cosy — flrsiny = .^ ^—^ V-^r ^-^• 

^ ^ '^ X 7 7- ^ß ilcosam(ai) 

Apres avoir substitue la valeur 1 — A:^sin^am(at) de ^am(iit), le nu- 
merateur de la formule (41.) se presentera sous la forme 

B-\-{A — B) sin^ am (ti) — Ak^ sin^ am (ot) sin^ am (ti). 

Or par les formules (18. et 8.) on a 



A^B 



— **^(Ä— C)8in*am(ai) 



C ' 

donc la valeur precedente se reduit a 

-^ [C — AJ^ sin^ am (ot) sin^ am (w)] 

et la formule (41.) se transforme en celle-ci 

, l\C — ^X;*8in*am(iii)8in*am(tf)l 

»siny + flrcoscp = ^ -T^ T-kn ^-^' 

^ T- I 7 7- -rdf Ccos am (cm) jR 

En vertu de cela et eu egard aux valeurs de sin^^ cos^ on obtient 

{psm(p-\'qcosip)cosff^rs\Xiq) 

r [C— ^üg* sin' am (m) sin* am (ü)\ rR rjC—A) 

^it cos am (dt) cosam(aj) ^it cos am (aj) ' 

mais par la formule (31.) on a 

C — A iCtiJdm(ai) 

A ftgam(a<) ' 
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donp 

^^ ~ = nJam(ai)Jam{u)^ 

(43.) (p sinw + q cosw)cosff — r smO = — p / -v ' 

^ ^ ^'^ T' I 7 7-/ jRcosain(ai) 

T&chons maintenant a simplifier la formale (42.)* On tire des for- 
males (a, 19., 20.) 



B-A = 



— ik»(Ä— C)MA— /*) UBm(iü) 






P—Ch ' ßcosikm(ai) 

donc 

l{B—ji)Jfüm{ai) _ — *V((g— C)(^A — />)).y(^A-~/') 
^i{cosam(a») ^/((/*— CÄ)Ä) 

Mais 

|/((B-C)(JÄ-0) = ii|/(.U?C), }/^4^ = -iY-^.sinam(ai), 
donc 

-i-_ — i — —i— i = tA'^ii sm am (oi) ; 

par conseqaent la valear (42.) se redait ä 

^ . . ^ . — ik*n sin am (oi) sin am (u) cos am (u) 

(44.) pcos(p — gsm(p = -^ ^-^ ^-^• 

En verta des formales (40., 43. et 44.) on obtient 

nQ(0)[^am(u— <it)Q(tf — g«)— iiam(ti-f gi)0(u+<^)] 



w 



X 



2i e (u) e (m) cos am (ai) 



et comme 



on a 



Jam{u±a,) = ^Ä'.-^^Lj^, co8anr(«) = ^{-j^}-ö^. 

_ nVk.eme, {u-ai)-e,(u+ai)-] 
{jio.) IT, — 2ie{u)H^{ai) 

_ n yV. Hi (0) [0, {u—m) — (9. (« + at)1 
~ 2iQ{u)H,(ai) 

On tronvera de m£me 

^.ß^ «0(O)[/rani(M — <w)e(tt— ai)-f^am(«+<M)0(w+o»)1 

(.40. J iTy — 20 (tt) 0(a») cos am (oi) 

_ nVk'. f/,(O)[0,(M— aO+Q.(«+w)1 
~ 2e(u)Ht(ai) 

Enfin 

(47.) IT, = - A . 
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Les formules (45., 46. et 47.) different des formales de la pagelOO 
du No. cite des Comptes rendus, per les signes de 0i(ti-j-iit), w^ et per le 
coefficient f, qai est a remplacer, comme on le voit bien, par 

Les formules de la page 100 du No. cite des Comptes rendus, donnees 
pour le developpement des numeratenrs des neuf cosinus a, ß, y, .... /' 
peuvent ötre deduites tres simplement des expressions connues 

(u) = 1 -}-2-f (-1)'" f'" cos (2mj?), H{ü) = 2J(-1 ^-y (''"-*>' sin {%m—\)x. 
Substituant dans ces formales u + a» au lieu de ti, X + -^^ an liea de x 



2K 2K 

et faisant de plus a = bK', oo aura 

6>(«±ai) = 1 4- 2l(-l )" y"' cos {2mx ± ^"^^ ' ' ) , 

H(u±ai) = 2l(-l)'^V'""'''sin[(2ifi~l)a?±i?2iz:l^*?!£il]. 
Or * . 

COS {2fnx ± g^-' ) = i («^'"" . / "^^+ «-»-"■'. / ^^) 

sinL(^oi— i;a? + ^^^ tj == ^j , 

donc 

6>(ti-|-at) = 1-f J'(—l)'"y"'''(y'"* «»""■« -j-y-'»*«-'^"'«). 



1 

Qt 



1 

iH{U 4- öl) = -£*( 1 )'«-i^(2m-l)« (^K2m-.1)6 ^ ^2m-l)ix ^-J(2m-1)6 ^-(2m-l)ixN 



1 

a 



iH{U — ai) = JS'(— 1 )'"""* ol(^'"-l)' (^(«m-l)* ^ ^2m-l)fx _ ^K2m-l)ft ^ ^2m-l)ixx . 

1 

d'ou Ton tire 

^[0(ii+ai)+ 0(ti— fli)] = l+ J(— iry-'— *(1 -f y^-**)cos(2iiwr), 

l[0(tt4-ai)— 0(ti— ai)]=J(-ir-»y'"'-'"*(l— ^'"*)sin(2oi:r), 

i- [Ä(ti+ai) +iy(ti-ai)] = l(_l)'»-i^— «•-««— 06(1 -j. y(««-»») sin (2,»_i )j:, 

i[Ä-(«+ai)-Ä(M-at)]=l(-ir-»9«'"-«*-»<"»-')*(l-^^'-«»)cos(2«i-l>c. 
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Changeant ü en K — u et x en j^n — x, on aura 

4-[0i(ti — öi)-f 0^(11 + Ol)] = l + ly'"'-'"*(l + ^''"*)cos(2iiia?), 

^[0,(11 — ai) — 0i(ii+fli)] = i'y"'-"'*(l— ^'"*)sin(2mar), 

^ 1 

1- [H, (M — oi) — Ä,(tt + Ol)] = ly^t»-^)'-««— »)»(1— yP"-»)») sin (2m - 1 )a?. 

Ces series sont tres convergentes , parceqae q = e ^ est ordinairement une 
fraction, dont la valeur ne surpasse pas ^^^ et 6<ll. On se bornera aux 
puissances y^^, 9^^^ si Ton ne veat pousser les aproximations que jusqu'au 
7"* Chiffre decimal. 

On parviendra aux formules (1. ... 8.) du No. cite des Comptes rendus 
en operant de la maniere suivante: 

Par les expressions de 0(ti), H{u) en produits infinis (Fundam. nova 
$. 61.) on a 



z 



«(.^ 



~ 2</*sin:K[l— 2«/*cos(27)+g*]Ll— Vcos(2^)+g'][l-2g*cos(2y)4.«/"] . . . . 
Faisant ici «''' = p, e^'y = z, on obtieot 
l — 2g''cos(2y)-\-g^" = (1— yV5')(l— y"«"«'') = (l_^"a)(l-y"«-'), 

l-2y"cos2(x4-y) + ^- =: (l-9-»«)(l-g-r-»«-'), siny = |=f ; 

et par soite 

„ izHi—qvz)H—q'oz){i—q*vz)....X(i — qvr-^z~^)(i-q*v-^z-^){i—q''v-^z-^)... 
**— g*(2-l)(l— 7*2)(l-7*a)(l-7»«)....X(i-7'»-*)(l-g*2-*)(l-7'2-')... 

Cette fonction de % peut £tre decomposee en fractions simples sous la forme 

Pour determiner les coefficients A^-^ A„, B„ on a 

(480 4. = [^^^L 

_ (i- yt>)(l— (y't>)(l— 7'«;) . . . . X(l— (ytr-0(l— <y»p-')(l-y»i;-') . . . . 
— • (i_,.)(i_,«j(i_,.)....x(l-7»)(l^V*)(l-7«).... 
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"• L fa* J 



^_(y-2m 



(l—y'-''"i>)(l— </>-»'" t))(l — y^'^t;)....(l—<r't>)(l—7i>)....X(l— 7^+'"' t>-^).... 

— (7-«"'-l)(l— «/*-'"")(l— 7«-«'»)....(l— «r*)(l-7*)---X(l-7*+*"')---- ' 



"-' — L fei ^J 



^^^2m 



Comparant les expressions de A^ et B^ ä celle de Jlo? U est aise de voir que 
donc 



nut 



Posant — =11, ^^=ai=t*jK:', on a z = e " =q\ p"' = «^-'=«' , 
Z= TT(\ '^ ^* P®*^ consequent 

II reste a determiner la valeur de ^. Or d'apres Texpression de 
ö(ti) on a 

e(u) _ H—qv){i—q'v){i—q'v) .... x{i—qV'^)(i—q'v-^)(i—q'v-^) .... 
0(0)— [(l_q^)(l-^»),...]t 

ce qui redait la formule (48.) a 

4 _ eiH)lH^q)(i-q'){i-q')....V 

et par une formule de la page 89 des ^Fundam. nova'*\ on a 

l(\^q){i-q^)(i^q^)....Y _ jt^_ 
[(l-7')(l-7*)(l-(/«)....> — ^k.K ' 

donc 

. _ 0(ti)yt?^ 

Or, comme 
on obtient 



n 



WklC 0,(O)//j(O) 
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et par soite 






Aprös avoir substitoö eette valeor de Jq d>o0 I> formale (49.% eile se Irans* 
formera en 

(50.) ^,(0)0(0)0.(0)^^1^ 



Hettant id — ti ao lieu de u, et remarquant qoe 6(— ti-f iit} = d(if — 4rf), 
d(— ti)s=6(if) OD Terra qae eette formole se rödoit a 

(51.) n(0)e(0)e.(O)^gÄ. 



Preoant la sornme et la difförence des valeors (50. 51.) on obtient 

H.(0)(9(0)e.(0).iI2ö^g^§=«fl 

«r /Ax ^/AN ^ /nx e(««+«)— g(w— a») _ n,ju i .„-itx ^ ^(1— ^'■)iiB(2wjr) 

Ä,(0)ö(0)ö,(0) 2mm)e(u) *<«^+^^f (f=Y=^%=?==^' 

Teiles sollt pröeisöment les formales (1. et 2. page 101) da No. eiti 
des ^CSooptes reodos.** Les formales (3. et 4.) de la page saivante peavent 
aosri dtre tir^es des formales (50. 51.). En effet: les formales rapport^ 
aa oommeneement de lo page 101, et qai oe diiferent pas, aa fond, des for- 
males da $.62 des ,^Hdam. Hitoa", donnent 

©(aO '^' Hli{K'-m)] J 

En yerto de eette formale, et de (51.), dana laqoelle on changera a en £' — d^ 
et par saite b en i—b, on Iroave 

im ».(0)»(0)e.(0).j^t^ 

SobiUtiuuit —uiiU,et remarqaant qae H(— ii-f-c^)"=^ — H(u—ai)^ eette 

Ci«tk*t Jonnua t d. M. Bd. XUI. Hift H. 16 
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formule se ridait k 



(&3.) Ä.(0)»(0)e.(0).^^^ 



En prenant la somme et la difference des formales (53. 53.), on obtieodra: 



fi.(0) 0(0) ö,(0) 2@(«i)d(u) 



flM*8inx . o .» qr'"+>-* »gin(2ii»4-l)x , ^ «l flr-H**«iB(2m— l)y 



et reunissant les termes analogues par rapport anx sin et cos, oo aura enfin 

^.(0)0(0)6,(0). ^^"^tedelr"^ 
^.(O)e(O)0,(O).^?<4^^|^ 

— ar«-** ^ . «^+U(l + ,|»-fi)cog(2m + l)x 

Pour parvMiir anx fororales (7. et 8.) da No. cite des „Comptes rendas ", 
il faat d^oonposer en fraptions simples Texpression 

i/,(«) 

= ,^(l+«)(l4.7»«)(l+9««)(l+^'»)....X(l+fl»3r-»)(i+9*ar')(l+sr's-«).... 
Posant 

""H;(^~ ~" 9<LTHFä '*74+9»-*"'"7»+9«-J 

on tronve 

. _ (1— <H>)(1— ?*»)(1~?*P)....X(1— 7P-')(*— 7*«>"')(*— ?'0-'- 
^— (l-9»)(l-7«)(l-7*) .... x(l-7')(l-9*)(i-7')-.- 

2e(M)<ir* 

— J3;(0)©(0)©,(0) ♦ 
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donc 

(54.) H,iO)e(.O)0.W..^±^ 

~ Tpr • j l + lf'"Ä +7 l + T^m^j-l 

d^oü Pon tire, en changeant u en — u^ 

(55.) ft(0)g(0)9.(0). ^§;^-'g, 

En vertu de ces deox formules on a 

g.(0)e(0)a.(0). ^ . 'V4?„-|}!.';+°^ 

= (ff-V>- fM)-^ 7" (!—?»") sin (2inx) 

An moyen de la formuie (55.) 9 cbaogeant a en K' — a et b en 
1 — 6, OD obtient 

(56). g.(0)«(0)e.(0).^a^ = g.(0)e(0)e,(0). •^giirc'ij^T;'^ 

Bt, changent ti en — ti dans cette derniere formale, on en dedoit 

(67.) Ä;(0)e(0)».(0).ä|i^ 

Prenant la somme et la diffirence des valeors (56. 57.) et rinnissant 
Im termes analogues par rapport auz sin et cos, on troave enfin 

16» 
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n ta'iHin'.fi /(n "i(''+")+g.("— -1 

a-.(0)a(0)e.(0). g.'-ff-g;':--" 

H est facile de divelopper aosei en BÖrie ■ssei oonyergeante la ralear 
de n'j qni ddtennine U rotatioD de Taxe Ox dans le plan iavariabld, Poar 
cda d^veloppons las valears ^ 

dloff^(ai) dloffe(aJ) 

—^5 — » — 5H 

Or 

et par la formale (1.) da $.47. dea „Fuiulam. nova" on a 
poMDt « = 0«, on troDTera 

(58.) liü|fM = ^[i(|!z^+i<^=f!L)+i(e;^+....]. 

Par ane des fonitiiles (page 101) dn No. eM des „Comptes rendns**, on « 

W(«) = ve[i(JC'-a)], o4 y = »""^*^ = ^ß; 
per snite 

logHC") = lo«(i/)+5y + logep(lC'-«)], 

. aiMgw » I aioiemK'—a)] ^ « aiege[i(ii'— a» 

Pour RTOir le däveloppeiBeDt do deraler terme de celte fonnole, on n*a qn'A 
ohanger i en i—b dans la formnle (58.). Cola donne 

aiotg(ai) « r. »(t'-'-r-'-^') ii'(t^—r'*^ l 
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Donc 

n' = ' fc ^^^8»(ai) j aioge(at) 1 

A — cL da da J 

— Ä^cTi^'^'^ i=7r — ^^+--j- 

ObservoDS qae celte valeor est toQjonrs positive: donc le mouvement de Ox 
se fait tonjoiirs dans le oiöme sens. 

Developpons encore ia valear angalaire S2, qai sert a döterminer ^la 
posUion de Ia ligne mobile des noeuds par rapport a Taxe Ox. On a troave 
plas baat 

n I •! ö(tt— Ol) 

et d^apres les fonniiles da §.52. des „Fundam. nova^* on a 
De li, OD sobsüloant tiHF« aa liea de ti, on obtient 

i.,o(.-^)^- [T(^'-^;ltrv'' + ^'-"i;ri;r<'' +-3+"""- 

par oons6qoent 

U = Xflog-^i— r— ^ =s ^ 4 i sin2x+ o/j i/ ^ sin4ar4-*«" 

^ ® ö{M-f «0 » — T 2(1— f*) ' 

Cette yaleor pent anssi ötre exprimi par nne fonction elliptiqne de troisieme 
espice, savoir 

(59.) Si = ^^^^« eh$+S ^ iJ^(^fai)-'iuZ(ai) (Fundam. uova p.l46) 

oft 

„, .. /*" i* sin am (ot) co8am(ai)^am(at)sin*am(M)dtf 
n{U,m) «y l-i>8in'am(ai)8in*am(u) ' 

1 /*^ft*sinam(a{)co8ain(ai)i:/ani(aj)8in*am(fi)dtt 



y . .V 1^ /* ^>*8inam(af)co8am(fli)i:/afn(ai)8in* 

^(«•; — j^y 1— *«8in*ain(at)8in"am(ti) 



La valear de £1 est nalle d^abord i Tinstant f s=: ; parceqa^alors 
n =s 0, x=^0. Pais eile crolt et atteint an maximom , poar leqael Ia dö« 
rivte de (59.) est noUe. Donc, poor d^terminer Ia valeor de tr, qai repond 
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a ce maximum ,. on aara 

tV sin am (ai) cos am (oi) iiam (tu) sin'am (ü) i^(M\ d\og&{oi) 

1 — ÄP* sin* am (oi) sin* am (ti) ^ ' da ' 

ou bien 

aiogQ(fli) 

ifc* sin* am {ai) sin* am (u) Ig am (at) glogQ(ai) 60 "" 

i — A*sin*am(iii)8in*am(tt) i^am(iit) 9a dlogH(idj fllog^(gO 

da da 

i'gh Ton tire 



/ 8logg(at) / a log e(ai) 

aiog//(ai) ~ ^yilp.Ä^CaiV 1/ aiogjy(ai) 
da r aa 



sin am (u) = + t-t^ 

^ ' ""Asm am 



Par cette formale od trouve u, et par soite /=— , qui repondent an maxi- 
mum de Si. 

A Pinstant / = — la valenr de i2 s^övanonit encore, parcequ^alora 

ß = itMog||f^ = i/r(Ä;atO-tJß8(af) = fÄZ^ 

apres qaoi eile röprend les mömes valeurs .dans le rens n^gatif ; et ainai 
de suite. 

II est faoile de disooter aussi les aotres circonstances da moavement 

St. Petersboarg le 20 Mai 1850. 
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über die Bedüngimg, unter welcher eine homogene 
ganze Function von n unabhftngigen Variabehi durch 
lineftre Substitutionen von n andern unabhängigen 
Variabehi auf eine homogene Function sich zurück- 
iilhren lAfst^ die eine Variable weniger enthftlt. 

(Von Herrn Dr. O. Hesse, Prof. der Math, an der Universitfit zn Königsberg in Pr.) 



Eis sei u eine beliebige homogene ganze FnnctioB mter Ordnung von 
den n Variabeln ar^, ar,, . . . a:^ und t^i^ tf,^ . . . ti^ aeien die ersten, tfu, trn^ • * • 
«229 •• • tf„„ die zweiten partiellen Differentialqnotienten dieser Fnnction nach 
den Variabeln genommen. 

Durch die linearen Substitutionen: 

wo fOr k die Zahlen 1, 2, . . . n zu setzen sind, geht die Function u in eine 
homogene Function mter Ordnung von den neuen Variabeln yi^ y^? « • • y» Ober, 
deren erste und zweite partielle Differentialquotienten, nach den neuen Varia- 
beln genommen, durch u^ u\ . .. ff" und u^\ vP, . . . u^, . . . n"" ausgedröckt 
werden sollen. 

Bezeichnet man hierauf die aus den sweilen partiellen Differentiai- 
quotienten 

^n^ ^vt^ • • • 



• • • 



gebildete Determinante, welche Determinante der Function u in Rücksicht 
auf die Variahein ^i, ar,, • . . heifsen soll, durch A; ferner die aus den zweiten 
partiellen Differentialquottenten 

vf^, a", . . . 

1» j ^* j • • • 



gebildete Determinante, welche Determinante der Function u in Rück" 
eicht auf die Variabeln yi^yt^ .. . heifsen soll, durch V; endlich die aus den 
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n^ Coftfficienten a]['^ der Sabstitotionen gebildete Determinante durch r, so igt 

V = r»A. 

In der That: differentiirt man die Fnnelion u nach der Variable j\^ 
indem man die Variabein x als Functionen der y betrachtet ^ wie sie durch 
die Substitutionen gegeben sind, so erhalt man 

und, wenn man nochmals nach Xi differentiirt: 

Derselbe Ausdruck findet sich aber auch, wenn man Ui nach y^ differentiirt 
Man kann daher ^^ = ^-i &= tf| setsen , und diese Gleichung geht , mit 
Racksicht auf die Beseichnung, in 

aber. 

Es sei nun D die aus den n' Gröfsen nf gebildete Determinante. Dann 
ist nach dem Hauptsätze der Determinantentheorie: 

D = rA. 

Differentiirt man die obige Gleichung, durch welche ti* ausgedrflckt wird, 
nach Yi^ so erhAlt man: 

und die aus den n^ Gröfsen vf"^ gebildete Determinante V wird: 

V = rD = r'A. 

Diese Gleichung, welche ich schon im 28. Bande S. 89 dieses Jour- 
nals bewiesen habe, scheint wegen der hSufigen Anwendungen, die davon 
gemacht werden können, wichtig genug, um sie auch, wie folgt, als Lehrsats 
aussusprechen. 

Lehrsats 1. 

9 Wenn die n unabhSngigen Variabein oti , ar, , . . . j?. lineire Functio* 
„neu der n unabhängigen Variabein Vi, r,, ... r. von der Form: 

^M = «1X1+^X2+ • • • <yn 

^sind, so ist die Determinante einer gegebenen homogenen gansen Function 
jyder ersten Variabein gleich der Determinante derselben Function in 
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^Räcksicht anf die andern Variabeln , dividirt durch das Quadrat der De- 
^terminante, gebildet aus den n^ Coefficienten, mit welchen die Variabein 

Aus diesem Lehrsatze ergiebt sich folgender 
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Lehrsatz 2. 
^Wenn eine homogene ganze Function der n unabhängigen Variabein 
y,Xi ^ X2^ . . . x„ durch die Substitutionen : 

^x = fl?yi+«2r2+ ••• <rn 

, ^in eine Function der Variabein /i, ^29 ••• Yn flbergehl, in welcher eine 
„dieser Variabein fehlt, so ist die Determinante dieser Function in Rfick- 
„sicht auf die Variabein j?i, X2^ ... x„ identisch gleich 0/' 

Denn : hat die Function u die Eigenschaft , dafs sie durch die angege- 
benen Substitutionen in eine Function der Variabein yi, ^29 ••• Xn-i übergeht, 
in welcher die letzte Variable y» fehlt, so wird V identisch gleich 0, weil die 
Componenten 11*" = ti^" = . . . = «"" = sind. Mithin wird auch A identisch 
gleich 0, da r nicht verschwinden kann, indem die Variabein Xi^ x^^ ... x^ 
von einander unabhängig sind. 

Schwieriger ist der Beweis des umgekehrten 

Lehrsatzes 3. 
„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function der 
„Variabein x\^ x^^ . . . x„ identisch verschwindet, so läfst sich die Function 
„durch lineare Substitutionen von der Form 

^x = «1X1+ «2X2+ • • • f^nYn 

„auf eine Function der Variabein yi, 7*2 ^ ••• zurflckfOhren , in welcher 
„eine dieser Variabein fehlt.'' 

Da die homogene ganze Function u, der Voraussetzung nach, von der 
Ordnung m ist, so ist: 

«21^1 + 1122^2+ ••• ^Tn^n = {m—\)U^ 



M«ia?l + W„2^2+ ••• '^nn^n = (W— l)ll„. 

Diese Gleichungen nach x^^ x^^ . • . ^„ geben , insofern die Variabein 
links in den Gleichungen explicite vorkommen, anfgelöset, Gleichungen von 
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der Form 

in welchen A die Determinante der Function u bedeutet, die eine homogene 
ganze Function von der Ordnung n{m — 2) ist, und wo die Gröfsen Uj,x = Ui^ 
homogene ganze Functionen von der («--l)(>w — 2)ten Ordnung sind, welche, 
wie bekannt, auch durch Differentiation der Determinante nach den Gompo- 
nenten, in der Art abgeleitet werden können, dafs: 

f^x* = ^ — 9 217^2 = "5 — ist. 
Setzt man die Werthe von Hi, Ua, ... u„ aus dem ersten Systeme von 

f _ 

Gleichungen in das zweite, so erhält man, durch Gleichstellung der CoSffi- 
cienten gleicher Variabein auf beiden Seiten , ein System von n^ Gleichungen, 
welche sämmtlich in folgenden beiden 

= U,,ua+Ü2^un+ ••• ü„,u„x 

inbegriffen sind, in welchen x und l die Zahlen 1, 2, . . . n bedeuten. Ich 
be/nerhe noch, dafs diese Gleichungen, gleich wie die beiden vorhergehenden 
Systeme, identische Gleichungen sind, welche für alle Werthe der Variabein 
j?,, X2^ ... erfüllt werden. 

Man nehme nun an, dafs die Function u die in dem letzten Lehrsatze 
bezeichnete Eigenschaft habe und dafs die Determinante A dieser Function 
identisch verschwinde. Alsdann folgt aus den beiden letzten Gleichungen die 
identische Gleichung 

in welcher x und l die Zahlen 1, 2, . .. it^ auch x ^= l sind. Aus dieser 
Gleichung geht ein ganzes System von n Gleichungen hervor, wenn man fQr l 
nach einander 1,2, ... n setzt. Betrachtet man in diesen n Gleichungen die 
Gröfsen l/i^, C/,«, . . . U„^ als die Unbekannten, so ist eine von den Gleichun- 
gen, wegen A = 0, eine Folge der übrigen it— 1 Glricbongen; welche dann 
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dazu dienen können, die Verhältnisse der Unbekannten zu finden. Setzt 
man in diesem Systeme von n Gleictiungen l statt x, so erhält man ein 
zweites System von n Gleichungen^ von welchem Dasselbe gilt, wenn man in 
diesem Systeme Un^ Uix^ ... U„i als die Unbekannten betrachtet. Da sich 
aber beide Systeme nur in der Bezeichnung der Unbekannten unterscheiden, 
so mässen die ersten Unbekannten den letzteren proportional sein. Mithin 
wird, wenn man durch n einen noch zu bestimmenden Factor bezeichnet: 

Dieser Factor n wird im Allgemeinen eine gebrochene Function der 
Variabein x^^ x^^ ... sein können; wir werden indefs nachweisen, dafs der- 
selbe eine Constante sein mnfs. 

In der That: dividirt man die xte, zuletzt aufgestellte Gleichung durch 
die iXe Gleichung, so erhält man: 

welche Gleichung beweiset, dafs 17^«, ün^ ü^i einen gemeinschaftlichen Factor Jf 
vom (n — 1)('^ — 2)ten Grade haben müssen. Diesen gemeinschaftlichen Factor 
haben demnach auch alle die Gröfsen Ü^^ I7|2, ... 1/32) ••• ü„„. Bezeichnet 
man daher durch an, ^12, ... a^^ ... a^n die constanten Factoren, mit welchen 
der Factor M zu multipliciren ist, um jene Gröfsen zu finden, so ergiebt sich 

und die vorhergehende Gleichung geht, wenn man diese Werthe setzt, mit 
Weglassung der Factoren M, in 

«xx ^n = ^xx 

aber. Fflhrt man nun, der Bequemlichkeit wegen, statt der n Constanten a^^ 
die neuen Constanten ^i, 02, ... a„ ein, indem man 

«11 = «1019 fli2 = öiii2, a„ = 11103, ... iii„ = aia„ 
setzt, so folgt aus der letzten Gleichung, wenn man il:=l setzt: 

«xx = flj; 

and da Un : U21 : U^i = Uu : V^x : U^x ist, so ist auch «u : «21 : flxi = «ii • ^ix • «xi ; 
woraus 

«xi = «x^i 

folgt. 

17» 
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Diese Bemerkungen fasse ich zusammen im folgenden 

Lehrsatz 4. 
„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function u der 
„unabhängigen Yariabeln x^^ X2^ ... x^^ mten Grades, identisch verschwin- 
„det, so haben die partiellen DiiFerentialquotienten ün^ 2Ui2^ 2l7i3, . . . 
„1/22, .. . U^n der Determinante, nach den Componenten genommen, einen, 
„allen gemeinschaftlichen Factor M vom (n — l)(9/i — 2)ten Grade, und 
„die genannten partiellen DiiFerentialquotienten stellen sich unter der 
„Form 

ü,, = a^a^M, 217., = 2a,a^M dar." 

Setzt man diese Werthe der partiellen Differentialquotienten der Deter- 
minante in die identische Gleichung 

und erwägt, dafs A identisch verschwindet, so erhält man , nach der Division 
mit tfi, die identische Gleichung 

Äiiii+a2ti2+ • • • a^u^ = 0, 
welche folgenden Lehrsatz giebt: 

Lehrsatz 5. 
„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function von 
„it Yariabeln identisch verschwindet, so giebt es immer n Constanten, 
„mit welchen die ersten partiellen Differentialquotienten der Function zu 
„multipliciren sind, damit die Summe dieser Producte identisch ver- 
„schwinde.'' 

Wie diese n Constanten bestimmt werden können, ist aus dem Lehr- 
satz (4.) zu entnehmen. 

Ich behaupte nun, dafs durch die Substitutionen: 

X2 = Z2'\-ka2 



wo Zi^ «29 • • • ^n beliebige lineare Functionen der it— 1 neuen Yariabeln 
Xn 72, . . . Xn-i von der Form 2r« = *iri + *2y2+ . .*;-ir«-i sind, und l die 
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fite Variabele aus der Function u ist, die letzte Variable ganz verschwindet. 
In der That: macht man in der Function u die angegebenen Substitutionen, 
so erhält man durch die Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von l: 

u = w4-lDiP + :^iyw+ . . . -^^ D'^w. 

' '1.2 ' 1 2 ... m 

In dieser Entwickelung bedeuten w und Dw die Ausdrücke, in welche ti und 
aiUi'\'a2U2'{- . . . a„Un fibergehen, wenn man in denselben Zi^ Sj? • * ^n statt 
07,, ar,, . . . x„ setzt. Ferner ist: 

rko dfJto , öDw , dDw 

„j dD*w . dD*w 1 ÖD* IC 



^ "^ = -öir~'''+~äir '^^ • ■ ■ -s^""' 

Da aber der Ausdruck ai tii -j- ^ 2 v^a -f *-* t^n^n identisch verschwindet, so 
verschwindet auch Dw identisch. Verschwindet aber Dw identisch, so ver- 
schwinden auch die partiellen Differentialquotienten dieser Function, nach 
^1? ^29 • • • genommen, identisch: mithin auch D^w. Verschwindet ferner D'^w 
identisch, so verschwinden aus demselben Grunde auch D^w, D^w, ... D'^w. 
Es fallen also aus der Entwickelung von u nach Potenzen der itten Varia- 
bein l diese gänzlich weg, und es wird durch die angegebenen Substitutio- 
nen u==zw zu einer homogenen Function der n— 1 Variabein ji, y,, ... Xn-i- 

Hierdurch ist .nicht allein der Lehrsatz (3.) bewiesen, sondern auch 
der Weg angedeutet, auf welchem man zu den linearen Substitutionen ge- 
langt, durch die eine gegebene homogene ganze Function auf eine andere 
zurfickgeffihrt werden kann, welche eine Variable weniger enthält; unter der 
Voraussetzung, dafs Dies bei der gegebenen Function möglich ist. 

Ffir die Fälle n = 3 oder it = 4 ergeben sich folgende bemerkens- 
werthe geometrische Sätze: 

Lehrsatz 6. 

„Wenn ti = die homogene Gleichung einer ebenen Curve mler 
„Ordnung zwischen drei Linearcoordinaten bedeutet, so ist die Bedin- 
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^gung. dafs diese Curve m von einem und demselben Pnncte ausge- 
^hende gerade Linien vorstelle, das identische Verschwinden der Deter- 
^minante A der Function u.'' 

Lehrsatz 7. 

^Wenn ti = die homogene Gleichung einer Oberfläche miev 
^Ordnung zwischen 4 Liniencoordinaten bedeutet, so ist die Bedingung, 
^dafs diese Oberfläche ' ein Kegel sei , das identische Verschwinden der 
„Determinante A der Function t#/' 

Königsberg im März 1851. 
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12. 

Döveloppement de deux formules sommatoires. 

(Par Hr. le Dr. Schlümilch, professeur a Taniversite de Jena.) 



\ßn seit que tonte fonction F(x) peut dtre developpee en serie infinie, 
de maniere qae Ton a 

F(x) = I iJi, -f öi cos a: -j- «2 cos 2a? -f «3 cos 3a? -f • • • 

F{x) = bi sina?-f ^2 sin2a? -\-b^ sin 3a? -f • • • 

71 > ar > 0, 

ou bien, en remplaQant a„ et b„ par (p(n) et tp{n)^ 

F{x) = ^(p{0)-]-(p{i)cosx-\-(p{2)cos2x'\- ••. 

F(x) = i^(l)sina: + v/(2)sin2ar4-i^(3)sin3j?-f .-. 

Comme une Operation quelconque entraine une Operation inverse, les 
eqoations proposees conduisent immediatement au probleme, de trouver la 
fonction F{x)^ si Ton connait a priori la forme des coefGcients, (p{n) et 
i/^(ii), c'est ä dire, au probleme de sommer les series a droite. Nous don- 
neront ici la Solution de ce probleme important, en developpant les deux 
formules sommatoires 

(1.) ^/•(0)+/^(l)cosa?-f-/^(2)cos2a:-f /"(3)cos3a?+ • 



et 



e7rt_ß-7rt 2|/— 1 



(2.) Al)sina:+/^(2)sin2ar4-/^(3)sin3ar + 





qoi ont lieu ponr chaque x compris entre les limites Xi=0 et or =: -f tt. 



j[2ß i^* Schlömilch, deux fottnules sommaioires. 

I. 

Nous cominen9ons par quelques recherches sur la valeur de l'inte- 

grale double 

(2'.) S =fiv/F'ix-\-y^-i)dy, 

dans laquelle /^'(s) designe la fonction derivee de F{z^,. £n effectuaut Tin- 
tegration relative ä y, on trouve d'abord 

(3.) S = fdx ^PU+rv-i)-F(^+vV i)| 

Pourvu que la fonction jF'(a?-f >">''— 1) soit finie et continue entre les 
limites x = ^, x=^Z ei y = i], y=Y, Tordre des integrations relatives a 
.r et >' peut dtre renverse. Cela donne au lieu de (2.): 

S =JdyfF\x\yi-\)dy 

= fdy{F{Z\yi-\)-b\%\yi-\)\. 

En egalant les deux valeurs de Pintegrale double, qu'on vient de trouver, on 
a la formule: 

■ -L-ßF(x-\-Yy/-l)-F{x-\-r]^-i)}dx 

Ici nous faisons ^ = 0, ^=-]-oo, 7; = — oo, r=-|-ac et nous supposons 
que Ton ait en mdme temps 

(4.) F(dr + oc^-l) = 0, (oo>ar>0), 
(5.) F(oo + y)/-l) = 0, (oo>y>-oo). 

L'equation precedente se redoit alors ä celle-ci: 

(6.) fF{yi-\)dy = 0. 



m 



Soit p. e. F{si) = J-j-^ et fix) une fonction dont la derivee f^ (z) 
demeure finie et continue entre les limites x=0, a;=oo, y= -- oc, y= -\- 00, 
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si Ton prend 2: = ar-|-^y~l, Alors la fooetion l^(^-f yV^""^) ^^ rajette aox 
conditions (4. et 5.) 9 «t par eons^ent ooqs aorons 



p) /"^<^'=«. 



ponrvu qoe la qoaatitö a ne devienne ziro oa negative. 

Las eoncIosioDS qua nous venons de faire cessent d*6tre exactea si 
ia fonction l^'C^-fyV^"*^) defient infinie poor mi oq plosienra systömea de 
valears compriaes entre lea limitea dont il s*agiL Alors las expressiona ob- 
tenoes par la dooble Integration (3.) peuvent difförer Tnne de Tantre, et depen- 
dent de Tordre des integrations ; mais leor difförence pent ötre calculöe« sans 
peine. Snpposons qne la fonction l^'(^-f y*)^— 1) devienne infinie ponr nn 
seul Systeme de valeurs x = a et y = b (5'I>a>>f et Y>>6>jy), on 
pourra regarder Tintögrale donble 8 comme la limite vers laqnelle converge 
la somme 

en d^signant par € an nombre infinement petit; et parceque la fonction 
F\x'{'yy'-i) demenre finie et oontinne entre lea limitea ars=|, x = a—€ 
et ar = a-f-«> x^=^S, on poorra remplacer Texpression pröcödante . par la 
snivante : 

fdyfF\x-iryi^\)dx^fdyfF\x^ri-'i)dx, 
ce qni donne la valenr 






Ott blen 






9 

En fösant converger « vers la limite söro, et en ^galant le risnitat a 
la valebr de jS dans (3.>9 «ons anrons: 
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=./{F(Z+yy^i)-Fi§-\-yy-i)]dy, 



-\-üm/{F(a-6-\-yy-l)-Fia-\.e+yy^i)]dr. 

Si la fonction F(x-\'y^'--i) satisfait aaxdelix conditionsl^Tar+ccy^— t)r£=0 
et F(oo-f yy^— 1) = 0, od aura, a Taide des sabstitatioiiB f = 0, 5"=oo^ 

(80 jF{yi^\)dY. 
= limy{i'(a-«+y|/-.l)-/^(«-f«+yy'-l)}rfy. 



Nons prenons poar exemple 



9 



en supposant que la fonction deriv^ /*'(^4~y/*~^) ^<>^t ^^i® ^0^^® '^ Kmites 
ar=:0, ar==50o, y=s — oo, )re=-|-<x>, Alors la fonction F'(a?-{-yy— 1) 
devient infinio poor le seul systömexc^o, y^aO. Loa conditions F{<x>'\-y'^-'\) 
= et /'^ar + ocy'— 1) = ötant satisfaites, nons anrons 

Si la derivee ^>\y) est finie et continue entre les limites y=i—k et 
y=i\k, on peut poser reqaation 



^» 
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en designant par l une quantite comprise entre les limites 1 et 0. Comroe 
la fonction (p\ly) est toQjours fioie, le maximum A et le miDimQm B de q>XJLy) 
seront des quanütes finies. On en tire 



et par consequent 

En passant aox limites dans r^quation (Q), on troQve ici: 

ce quMl faliait demonirer. 

Les limites dont it s'agit, se trouvent facilement a Taide du tbeorime 



^^^J^yrV{r)dy = nfp(0). 



et on a 



(»0 /^^^fer^y = 2«A«). 



L^addition et la soostraction des eqnations (7. et 9.) donnent encore le^ 
formales 






— op 



qni enfin peavent dtre exprimees comme sait: 



II. 

Lte formBlea« sottmatoire» qa!ll a'agit d« dövelopper, ne sont qa'uoe 
coDSÖqaence tres simple des formules quo noas venons de tronver. On tire 
d'abord de la formale (HO* 

=y l2rTITT7r+2M^-r--*J 27=i •'• 

18* 
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Ea f(§8ant iisage de la formole cooiiiie 

on obtient immödiatement la premidre des fommles propoaiea: 

(12.) iAO)+Al)cosar-f/^(2)co82x+/-(3)oo88ar+ ••• 

Par an procid^ tont analogoe ob tire de b fomido (10»): 
et comme on a 

Trj:F+ 2^:?^+ 3^:7^+ •••• = *^ — e^-r^ — ^ ^>a?>o, 

00 parvient Immödiatement ä la fornmle sommatoire 

(13.) f{i)anx+f{2)9\n2x^f(ß)sin9s+ ... 



Les formales (12» et 13.) sopposent, qoe la fonotioo /'(ti-f' T^— 1) ne de- 
vienne pas infinie entre les limites « = 0, tis=oo, /=— oo, /=4-oo. 

La fonetfoD /(g)g= i ■ p« e. satisfait auz conditloiis önoocöes, et Ton a par 

eonsöqoMt: 



/"- 



1 ■ co»j . co>2jr . co»8jf . 

2a + o+l '■Tf2"+ «+3 + 



• • • • 




X^:^ — n 



* • • • 



n ne serait pas diflelle do d6T6I<qpper beaneoop do fenmdes gemblables. 
Jena, Mal 1848. 
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13. 

SuUe equazioni difierensuali linearis 

(Not» dl P. Torrfy.r» 

(Rttratta dagli Annall di Seiraie Hatematiche e Fisiohe pnbbliomti In Rom». Aprile 1850.) 



J3f ell^olUoio namero del ^Dablin and Cambridge Mathematical lournal '' 
11 Sig. MalnußUm professore oeir UniveniitA di Upsala ha enandato il oegoente 
teorema. 

^Sieno Jfi^ y^^ •••• tfn^i ^ — 1 integrali particolari della eqoaaione 

(1.) 0+p£ä+- + JV-=o, 

„qadia eqoaaione sara ancba soddisfatta da 
^ove si ha in generale 



^ed 



i- = ^{±yi.ya.r?....yi::;'1, 



„indicando coo ^'^ 1« deriyaUi (n)**^ d'jf,.^ 



La diroostrazione che ora soggiangiamo poggia sopra an beilissimo 
teorema del sig. lAbri. Cominciamo dal cercare reqoasione dell'ordine n — 1 
coi appartengoBO gli n — 1 integrali particolari datL Sia qaesta 

(2.) £ä+»i^+-' + »-.««=0. 

Per determinare i coeffidentt Bi^ jB,, ..., B^^t abbiamo le n— 1 segnenli 
eqnasioni 

j4"-''+»iJ^a"^' + --- + »-ü^. «=0, 



yS::;*'+».ytr*+--"+Ä»-iy-. = o. 



^) La dömoDstration de ce Iböorime • i\A donnöe d^abord par M. Malm$iin loi- 
mflne dana ee Joamal« maio eile mt senble meint sunple qoe odQe qni snit. T. 
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II denominatore commune di qaeste inco^ite, cioe il determmante s\ puö 
rappresentare dietro la notazione comonemente adottata con 

ed il valore di B^^ che solo oMmporta eonosjcere, e dato della formola 

ed i facile coDvincersi che il numeratore e la derivata del deoomiiiatore presa 
con se^O contrario; avremo percid 

B, = -jy^ 

Ora le due equazioni (1. e 2.) dovendo coesi^tere, merce il teorema di 
Libri Tintegrazione della proposta e ridotta a qndla delle due 

La prima somministra 

Per integrare la seconda osserviamo che essende noti tutti grintegrali parti- 
colari quando il secondo membro di essa e nullor pOßaiamo esprinere^ 41. valore 
generale di jf, con 

ove Zi^ Zi^ ..«% z„^ sono fnnzioni che si deiermineranno dietto il fiot<^ prin-^ 
cipio della variazione delle costanti arbitrarie. Si ha 

ed i valori di Vi^ ^^ .... r. v^^i sonoforniti dalla risolnzione delle 



yj«i -^j'a*'9+ • +y»-4*?»-« = Or 
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II valore generico di v^ puö mettersi sotto la forma 

ove si vede che il nsmeratore e la derivata del deDominatore rispetto ad ^"'''^ 
e perö sara 

1 dD 

'-TT ^J^> 



quindi 



•' = <?/b.;^'-'~-+c- 



e poiclii 



ne segne 9 cangiando il segno di C^^ 



' = C.f-^'T^'^ + C., 



lo cbe da ii teorema di JUahutS», 
Firenze 8 Marzo 1850. 
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14. 

Snlle equationi lineari alle diflferenze finite. 

(Noia di P. Tardy, membro eorrispondente ddl'Aecademia Pontffica deTfnovi LinceL) 

(Bitratta dagli Annali di Sciense Mathenuitiehe e Fiiiehe pabblicati in Rom». Agosto 1850.) 



Oia data un^eqoasione lineare alle differense finite dell^ordine n, 

ed an^altra pur lineare delPordine m>n che debba coesistere con la prina, 
che abbia cioe comuni con easa Inlti grintegrali parttcolari 

(2.) «^x+.+^^*>«^,^^t + ^^^>«,+..,+ •... + jc->5j, = 0. 

II valore generale di z conterri m constanti, qaello dl jf ne conterra n e 
pero sara della forma 

ove y*\ ^\ . . . y""") rappresentano gli n — m integrali particolari esdasivi 
della (1.). 

Faociamo 

e aostitnendo per y il suo Talore z sparira da ae In yirtft delle (2.) 9 ed ^x 
risultera nna fnnsione della x contenente n.— «• eoatanti arbitrarie in modo 
lineare. Perd eliminando qneste al avra nn^eqnaiione lineare alle differenie 
finite dell* ordine n — 01 che dinoteremo con 

Rimettendo in qnesta per u^ il auo valore (3.) e paragonando la risnltante con 
la proposta (l.)) otterremo n eqoazioni 

che procedono con legge manifeste e delle qnali le prima n — m aerviranno a 
determlnare i valori di a^^ a^^ ..,• ^n-m^ ^ le ^tre ne fomiranno le condl- 
sioni cui debbono verificare i coefiBcienti della (1.) e della (2.) perche esse 
coesistano. Cosi la soluxione delle (!#) e ricondotta a qnella dl dae eqna- 
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zioni: una, la (3.) dell^ ordine rn, e la seconda, la (4.), deir ordine n — m^ 
ed i coefficienti di quesrultima si ottengono senza alcuna integrazione. Qnesto 
e il teorema fondamentale del sig. lAbri trasportato alle equazioni alle diffe- 
renze finite, e la dimostrazione qui esposta e perfetlamente analoga a quella 
data dal sig. Liouville per le equazioni differenziali. 

Sieno ora dati n — 1 integrali particolari della (1.); egli e noto che 
Hnt^grazione di essa si riduce a quella di un^equazione lineare del V\ ordine, 
e che quindi si puö trovare Faltro integrale particolare per formare il completo ; 
ma se co^metodi ordinari si volesse questo assegnare, sarebbe pressocbö im- 
possibile scriverne la espresrsione finale. Pero se introduciamo Tuso delle 
funzioni alternate o determinanH riescira agevole condurre il calcolo sino 
in fondo. 

Indichino y^'\ y^^ . . . . y^""*^ gli n~\ integrali particolari dati, e 
rappresenti 

requazione delPordine n — 1 cui essi appartengono. Avremo per determinare 
i coefficienti -4^*^, -4^'\ .... -4^""*^ le n — 1 segnenti equazioni 



II solo cbe importa conoscere A^^^ e somministrato dalla formula 



^(1) 



c|4-,/l) „O) .,('—2) (n^l^ I 



(Indico con iS il determinante anziehe con 2 perche quest^ ultimo simbolo e 
qni impiegato nel senso ordinario d'integrazione finita.) 

Ciö posto ia (1.) e la (5.) avendo a comune n-r-1 integrali partico- 
lari, siamo nel caso del teorema precedente con fn=-n — 1, e perö la solu- 
zione cercata dipenderä da quelle delle due equazioni 

Dalla prima si ricava 
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e dinotando il numeratore di A^^^ con N ed il denominatore con Dj allor- 
quando la x diviene x-^-i^ sara 

L'integrale della seconda si otterra per mezzo della yariazione delle costanti 
arbitrarie conoscendo gia tutti grintegrali particolari di essa quando il secondo 
membro e nullo: poniamo quindi 

e mettiamo 

JZi = ViU, .... JZr = VyU, .... JZn^i = Tn-i W^ 

le funzioni t?i, Ti, . . . . 9„_| saranno determinate dalle equazioni 



II valore generico di r, sara 



e verra 



1 dP .^l^-fiiip 



Questo teorema corrisponde a quello enunciato dal professore Malmsten per 
le equazioni differenziali nel No. 21 del Dublin and Cambridge Mathematical 
lournaly e la dimostraziöne e perfettamente analoga a quella da me data di 
quest' ultimo nel fascicolo di Aprile di questi Annali. 

Esempio I. n = 2 ^ la equazione data sara 

yx+2 + Pii^x+i + Ay^ = 

e Tintegrale particolare noto yr^. Dalla nostra formola risulta per rintegrale 
completo 

■■! 



-^log^-ifi-P. 



y, = y»)^, = c,y'>+ay«-s-l-« ' "-+» 



y%^ 



4 

£: facile ricavare il secondo integrafe particolare facendo al solito y^ = j^^^^tx • 



■ 
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Esempio II. Per ii==3, cioe per la equazione 

yx+3 + Pl3fx^2 + PtSfx+l + PzVx = 0. 

Supposti ooti y^^ ed jf^^^ risulta 

L „U) w^2) __ (1) (2) i 

I ^t i-ADv* yjf+l fyx+li'x+2 !/jr+2 !/jf 4-1 1 

i-^3 jr ^ ,X1) ,;(2) , _ vO) ^ ^(2) ^ 
l ^3f+l'/x+2 yx4-2yx4-l 



-y^'-2 



' 3f + 1 :' x+2 y x+2 y X4-1 



yx+iyx+2 yx+2yx+i 

■ 

Riesce assai spedito vedere come questa espressione, alla quäle non e cosi 
semplice ridurre qaella che si otterrebbe al modo ordinario, verifica la proposta. 

Firenze 3 Inglio 1850. 
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15. 
Note relative ä quelques regles sur la convergence 

des series. 

(Par Mr. Paucker a St. Petersboarg.) 



1. 

11 se trouve dans le VIP^ tome (1842) du Journal des matbematiques 
pures et appliquees de M. lAouville un memoire de M. Bertrand contenant 
la demonstration de deux regles pour la determination de la convergence ou 
divergence des series, dont tous les termes sont positifs. Pour le cas ou 
le terme geperal de la serie dont la convergence ou la divergence est a 
determiner, est exprime en fonction continue iß Tindice, les regles de 
M. Bertrand ne different que par la forme d^une autre regle donne par 
M. de Morgan dans un traite de calcul differentiel et integral imprime ä 
Londres en 1839. Une des regles de M. Bertrand, mise sous la möme 
forme que nous lui donnons ici, se trouve aussi dans Touvrage sur le calcul 
des probabilites dont M. Bonniakowsky , membre de Facademie de St. Peters- 
bourg, a enricbi en 1846 la litterature matbematique en Russie Les regles 
de Mrs. Bertrand et de Morgan, etant appliqnables dans un tres grand 
nombre de cas, paraissent meriter d'ötre consideres sous tous les points de 
vue diiferents qu^elles offrent. Or il est interessant qu^au fond elles ne forment 
qu'une cons^quence tres simple d'un tbeoreme general sur la convergence des 
s^ries, que M. Cauchy a donne depuis longtemps dans son Analyse algebrique. 
C'est ce que nous nous proposons de faire voir. 

Le thöoreme dont nous parlons est le suivant. 
y^Lorsque dans la serie 

/•(i), Aa). A3), m). ...YW..... 

^cbaque terme est positif et inf^rienr a celui qui le precede, cette serie 
^ot la suivante: 

/•(l), <(«), aY(ö^), fl^Aö"), • • oTf^a-),...., 
^oü a reprösente un nombre entier superieur a Tunite, sont en möme 
yytompB convergentes ou divergentes.'' (Voy. Cours d' Analyse par M. 
A. L. Cauchif. Paris 1821, page 135.) 
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II est vrai que M. Cauchy pose le nombre 2 au lieu de a, mais sa 
demonstration ne depend pas, quant au food, de la valeur du nombre entier a. 

2. 

La premiere des regles que nous nous proposons de demontrer, peut 
obre enoncee comme il suit: 

Sott « 

(1.) /•(!), A2), A3), A4), . .^ . A«), ... 
une Serie a termes posttifs et decroissants, ä mesure que Tindice n augmente 
a partir de n = l. Pour decider, si la s^rie (1.) est convergente ou diver- 
gente, on formera la quantite 

n =J^ 

Pi) 



n 

et il y aura convergence toutes les fois que /^o converge vers une limite 
plus gründe que zero, pour des valeurs de n croissantes ä Tinfini; il y aura 
dherjfence si po converge vers une limite inferieure ä zero. Si la limite de 
Pii est precisement zero, on formera Texpression 

et la Serie (1.) sera alors convergente, si la limite de pi, pour des valeurs 
ind^niment croissantes de n, est positive, et divergente, si cette limite est 
o^ative. Dans le cas oü la limite de pi serait aussi zero, la serie (1.) 
sera convergente ou divergente seien que la limite de la quantite 

_ nlnf(n) 

^' — — ur~ 

est positive ou negative. Si p^ converge egalement vers zero, la conver- 
gence ou divergence de la serie (1.) dependra de ce que la limite de la 

quantite 

1 



I 



n In lln f(n) 
lUn 



sera positive ou negative; et ainsi de snite. 

Nous ne nous arröterons pas k dömontrer que la serie (1.) est con- 
vergente ou divergente, suivant que la limite de p^^ est positive ou negafive. 
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p„ n'est aatre cbose que le iogaritbme de la qaantite 

i 

\.f(n)f 

qui, comme on sait, si eile converge vers une limite superieure ä Tunite, 
peut servir pour constater la convergence, et dans le cas conlraire, la diver- 
gence de la serie '(!.)• Mais si la limite de la quantite 

1 

est precisement Tunite, ou ce qui revient au mdme, si la limite de /^o ^st 
zero, il se presente une doüte. Ce n^est donc que ce cas quMl y a a con- 
siderer. 

Dans ce cas il peut arriver, que la quantite /lo? formee par rapport 
ä la Serie 

(2.) AI). «A«), «Y(«'), ^n^). . . • «"AO, . . 

ne converge pas vers zero. La serie (1.) sera alors, en vertu du theordme 
cite plus baut, convergente ou divergente, selon que la quantite 

1 



/ 



a^ f(ar) 



m 

converge pour des valeurs indefiniment croissantes de n vers une limite 
superieure ou inferieure ä zero. Or en faisant, pour plus de simplicite, 
a"^ z=zn, on a 

/ ' /_!_ 

arf\ar') nf{n) , 

et Ton voit sans peine que la limite de cette expressior sera positive ou 
negative, ou bien egale ä zero, conjointement avec la limite de 

_ nf{n) 
P^ — — foi 

La limite de /^i, si eile est zero, ne decide övidemment rien relativement 
a la convergence ou divergence de le serie (!•)• Mais alors rien ne s'oppose 
ä considerer d6rechef au lieu de la s6rie OO I^ ^^^^ C^O? ^^ '^ former 
pour celle-oi la quantite pi. La serie (1.) sera alors convergente ou diver- 



•^ 
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gente suivant que la limite de Texpression 

1 



l 



m.a'^f{ä^) 



Im 
sera positive ou negative. En faisant ar^=in, on aura 



m.a'^fia'^) n.ln.f'(n) nAn. f{n) i . IIa . 

Im lln — IIa Un . Ua "^ lln — Wo' 

d'ou il resulte que la limite de la quantite en question ne differe point de 
Celle de 

/— L— 

n.JH. f(n) 

^^ = lik 

En poarsuivant ces raisonnements, on trouvera sans peine les expressions 

H.hi.Un.fjn) 

f*^ ~ lUn 



n .In Aln .lUn .f\n) 

etc. 

dont une quelconque servira a constater la convergence ou divergence de 
kl Serie (1.), toutes les fois, que les limltes de toutes les quantites /^„, p^^ 
P2^ .... qui la precedent, sont zero. 

Au reste si Ton desirait une demonstration generale de ce que nous 
avan^ons ici, ou pourrait s'y prendre comme snit. 

Designons pour plus de simplicite^ les logaritbmes In, lln. Hin, .... 
respectivement par l^n, Pn, Pn^ ...., et supposons que toutes les quantites 

P»'i Pi'i P2'i 9 jusqu^a pi^i inclusivement^ ont pour limites zero. II s'agit 

de pronver, qu'alors la serie (1.) est convergente ou divergente suivant que 
la quantite 

l—J 

n.ln.l^n l*~ ^n.f(n) 

Pi — pTi 

converge pour des valeurs indefiniment croissantes de n vers une limite plus 
grande que zero, ou inferieore a zero. Nous appliqoerons pour cela la 
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quantite 



/ 






a ia Serie (2.) , convergente ou divergente en mdme temps que la serie (l.)- 
Celle-ci sera donc convergente si la quantite 

1 



/ 






ou bien, en substituant n au iieu de a'^, si la quantite 

/ 1 

converge ponr des valeurs indefiniment croissantes de n vers une limite supe- 
rieure ä zeroj et si la limite de cette quantite est inferieure a zero, la 
Serie (1.) sera divergente. 

Or, evidemment on peut ecrire 

*" E = +-7?)''» =«'''»'■ . 

^2 9 ^3 > • • • • ^i-1^ ^i designant des qnantites qui convergent toutes vers Tunite 
si n crolt indefiniment. La quantite dont la limite döcide, s'il y a conver- 
gence ou divergence, peut donc ötre mise sous la forme 

et alors il devient manifeste, que la limite vers laqueUe cette expression con- 
verge, est absolument la m6me que celle de Texpreasion 
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1 



/ 



n.ln.Pn.Pn . . . . l'-hif(n) 



P' — lin 

ce qui prouve que la serie (1.) est convergente si la limite de p^ est plus 
grande qoe zero, et divergente si cette limite est inferieure a zero. 

3. 
Nous passons ä la seconde regle. 
Si dans la serie 

(1.) AI), A2), A3), A4), .... nn), .... 

chaque terme est positif, et inferieur a celui qui le precede, on s'assurera de 
la convergence ou divergence de la serie en formant successivement les 
expressions 

4^2 = ln.q, — i, 

^3 = //n . y 2 — 1 , 

etc. 

JQSqa'a celle qui, pour des valeurs indefiniment croissantes de n, converge 
vers une limite differente de zero. U y aura convergence tontes les fois, 
qoe cette limite est positive, et divergence, si eile est negative. 

Qnant ä la quantitd q^-i ü est inutile de demontrer que la serie (1.) 
est convergente si, n croissant ä Tinfinie, ^0 converge vers une limite plus 
grande que zero, divergente si la limite de ^0 est inferieure ä zero, et si 
la limite de ^0 est zero mSme, qu'on n^en pourra rien conclure immediatement 
sur la convergence ou divergence de la serie (1.). Mais dans ce dernier 
Gas la quantite ^0, formee par rapport a la serie 

(2.) AI), ana), «YC«^), a^fia^), .... r^AO, • , 

ponrra avoir une limite differente de zero. On est donc en droit de dire, 
(eo Terto du tbeoreme cite au No. 1) que la serie (1.) sera convergente ou 
dWergenle soivant que la quantite 

arfioT') M 

converge pour des valeurs successivement plus grandes de m^ vers une limile 
superieure ou inferieure a zero. Or en mettant pour plus de simplicite n au 
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lieu de ri'% cette quantite deviendra 

nf(n) _j 



anfian) 

Pour lui donner une forme teile, qu'au lieu du rapport .^ il n'y enlre 

que le rapport plus simple j.J \k de deux termes consecutifs de la serieCl.)? 

nous remarquerons qu'on a 

nf(H) _ nf(n) {n + l)fin+i) (an^i)f(aH-l) 

anf(an) (n + l)/-(w + l) ' (n+2)/'(«+2) "" an.f(an) ' 

ou bien, en prenant les logarithmes hyperboliques : 

l nfjn) _J=^-V «7(0 

Nous remarquerons encore que X designant une quantite positive quel- 
conque, et une quantite positive inferienre a Funite, on a 

# 

(3.) tX = j^g(j^_i) , 
d'oü, en faisant successivement = et tf = l, on tire les deux inegalites, 

(4.) tX <. X—i et /X>^^1. 

On aura donc aussi 

, nf(n) }=%-' r im _ . 1 



OU bien 



auf (an) ^^ L v/(i + l) / J i+l 
anf(m) ^^ L Vffi+l) / J t/(i) 



anf(m) -^ ^„ ^^f{}\\) ^ J «'/•(•) i+l 

En designant par m' celle des valeurs de %, contenues entre les limites n et 
an— 1, pour laquelle la quantite 

•V/-(,-+i) V 

prend sa plus grande valeor, et par m" la valear de t qoi correspond ä la 
plus petite valeur de la quantite 
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m' et m!* seront deux nombres qui deviennent infinis en mdme temps avec n, 

et les rapports --j q\ -j, conservent des valeurs finies; donc il viendra 

evidemment 

, nfjn) r , ( f(m') _ . > . 1 "g"' < 

o»/(ow) "^ L™ V/'(m'+i) V *J fe, J-j-l 



/ 

an 






i=;an— 1 J 

Ces inegalites contiennent la somme J£ ^TT'i ^ laquelle il est indispensable 

1*=« ' 1 * 

pour notre büt d'assigner deux limites choisies convenablement, entre lesqnelles 
eile doit toujours rester enfermee. On y parviendra en faisant attention aox 
inegalites (4.). En effet, on en tire 



JS* / 



i=:n 



f=an-l ,-^| ^'=%"* 1 



2 l 



z. ••+* ' 



ou bien 






;_„ l-fl O» » 



7=:r 
i=:an — 1 J 



donc on aura enfio 

anf(an) -^•»L'" V/"(m"+l) V M m" /(»»") V "Tonte nte/ 

et si « ces inegalites on applique la formule (3.) en faisant 

= i + ö(JiM__i), 

' \anf(aH) / 
L ' \a»/(a») /J mr lim') V 'ante nlay^ 



on obtient 



/•(an) VJ m" f{m") 



— 1 



iÄ_i > /4w'(^ii.-i)-i]0'. 

Mttan) L \f(m"4-l» / J 



a/i/Xa») -^ L'" V('«"4-*) 
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On conclura aisement des inegalites (5.) que, la limite de q^ etant zero, les 
limites des deux qaantites 

^A^O 1 et n ( f^''^ {) i — na 1 

seront en mdme temps positives ou negatives, oa egales a zero. 

La Serie (1.) sera donc convergente ou divergente seien que la 
quantite 

qi = »yo — 1 

converge vers ane limite positive ou negative pour des valeurs de n crois- 
santes jusqu^ä Tinfini; ci cette limite est zero, il y a de doüte. 

Dans ce dernier cas on pourra considerer de nouveau au Heu de la 
Serie (1.) la serie (2.) 9 et former pour celle-ci la quantite qi. La conver- 
gence de la serie (1.) dependra alors de ce que la limite de la quantite 

r a-^f(a^) .-j . 

seit plus grande ou plus petite que zero. En faisant a'^ = ny cette quantite 
se presentera sous la forme 



|ir_2Ä_i]_i, 

la Lanfian) J ^ 



.anf(an) 

et on aura, en vertu des inegalites (6.): 

Or comme ^i, et par suite f(\ ~1» devient z^ro pour ii=ao, et pnisqne 
les rapports — p et — ^ ont toajours des valeurs finies, les qoantites 

l— l — 

convergeront vers Tunit^ pour des valeurs indefiniment croissantes de n. II 
est donc facile a voir que la limite de la quantite 

fa r nfju) ^1 . 

lal(n + i)f(H+i) 'J 
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ne differe en rien de celle de la qaantite 

qoi ponrra i\re employee, quand eile n'est pas zero, poor decider, si la serie (1.) 
est convergente ou divergente. 

En continoant ainsi, on trouvera aisement les expressions 

^3 = q2'Un — \^ 
q* = qzUln—\^ 
etc. 

Or U n'est pas plus difficile de demontrer generalement, qoe si tontes les qoan- 

tites ^09 9n ^2 9 9 JQsqu^a qi^i inclasivement, convergent vers zero, la 

Serie (1.) sera convergente ou divergente suivant que la quantite 

qi = qi^it^-^n—i 

converge vers une limite superieure ou inferieure a zero. 

En effet: comme la quantite ^...i, formee par rapport ft la serie (1.), 
Gonverge vers zero, cette möme quantite, rapportee a la serie (2.), ne pourra 
pas avoir zero pour limite. Pour la serie (1.)? on a evidemment 

y,_, = /'-„{/.-»„ /„j„[^m__l]_lj lj_l; 

la Serie (1.) sera donc, d'apres ce qu'on vient de dire, convergente ou diver- 
gente suivant que la quantite 

^-«iJ"«.....*,i4^;^^-l]_lj i)-i, 

que, pour plus de simplicite, nons designerons par Qi^i^ a une limite supe- 
rieure ou inferieure ä zero. Or en mettant n au lieu de oT et en conser- 
vant aux caracteristiques 0^^ 0^^ .... <9j_i les significations que nous leurs avons 
assign^es plus haut, on a 

et si Ton fait 



et 
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/ 

f 

''"' ". = (1 + pfe) ''■'' "»" = ^'- '"' •""' 

ö'i, öj, ö-_, et Ö", ö", ÖJU designant des quantites qui convergent 

vers l'unite, on trouvera par les inegalites (6.): 

Qi.i < ö,_i ö;_i /'■' {»«' Ö,_2 ^_2 /'-* m'...d^ff^ P m' . 

(?,_. ^ ö._xCl ''"'»»" |ö._,C2 '-'»*" • • . Ö2Ö;'/'»«" 

d'oü Ton conclura sans difficulte qae la limite de la quantite Qf^i est la rnöme 
que Celle ^e la quantite 

/'-«!«.--'».... /■»|/»[„(^-i)-i]-ij i|-i 

= yi-i''"*» — 1 = qr, 

ce qui suffit pour prouver que si toutes les quantites ^u^ Vi 9 V29 Vi-i 

convergent vers zero, n croissant indefiniment, la Serie (1.) ne pourra ötre 
convergente que dans les cas ou la quantite qi ne converge pas vers une 
quantite negative. 
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Les regles que noos venons de demontrer pourront quelquefois dtre 
en defaut. Cela arrivera dans les cas ou les expressions pi et q-, n'ont pas 
de limite fixe, mais deviennent tantöt plus grandes, tantöt plus petites que zero, 
ä mesure que n crolt a Tinfini ; ou bien qnand les qnantites pi et 9, convergent 
vers zero, quelle que seit la valeur de Tindice 1. 

4. 

II nous parait digne d'dtre remarque, que les deux quantites pi et q,^ 
ayant le möme indice, convergeront ensemble vers une limite qui est, ou plus 
grande que zero, ou inferieure a zero, ou egale a zero., 

Pour demontrer cela aussi simplement que possible, nous rappellerons 
un theoreme de ^L'analyse algebrique de M. Cauchtf'*'' (Woy. Cours d'analyse^ 
page 48) , sa voir : 

^Si pour des valeurs croissantes de d?^ la difference 

7(^+i)-A^) 

^converge vers une limite Ar, la fraction 

X 

„convergera en m£me temps vers la möme limite.'' 
II suit de ce theoreme que si la quantite 

/ 1 i ^ _ i m 

converge vers une limite k, pour des valeurs croissantes de n, la quantite 

1 



/ 



m 



n 
convergera en möme temps vers la möme limite. Les deux quantites 

Po — —^ et 9« — ^(„^.,) -1, 

poar n = ao, seront donc oa positives ou negatives, ou bien egales a zero 

en möme temps. 

Da mdme theoreme U resulte que si la quantite 

. o"'/(a"') 

converge vers une certaine limite, m croissant ä IMnfini, la quantite 

1 



l 



a'^f{a'") 
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convergera vers la mdme limite. En faisant a"* = n, on trouvera donc qoe les 
deux quantUes 



l 



i 



.to.^iöüL. et /-ii^ . 

, - in auf (an) 

ont une möme limite. Or il' soit des inegalites (5.) qae les deux quantites 

convergent vers la va&me limite , si 91, converge vers zero ; donc les limites des 
quantites /_ 1— 

_ nfln) - n(-J^l--i)-i 

Pi — /„ et yi — »l,^(„^ij ^ 1; 1 

ne differeront point entre elles. II s'entend que noas ne oonsiderons ici que 
des logarithnfes htfperboüqttes. 

En sabstiluaut dans ces deux expressions a'^fia") au lieu- de /*(»), 
et m au lieu de n, il en resulte que les deux quantites 

1 ^ ' 



/ 



Im ~ " *"Vo'"+V(a"+») ""*/ ' 



ou bien, en faisant «(""zz:»!; les quantites 

1 



/ 



In ., . 



et |j[-IiÄ_il_i 



> //^ /a \-anf{cui) 

auront une m6me limite. Or ces deux quantites ont, d'apres ce qui a ete dit 
plus haut, respectivem^nt les mömes limites que 

si ^0 6t ^1 convergent vers zero; p2 et ^2 convergeront donc dans ce cas 
vers une mdme limite. On prouvera sans diMculte, d'une maniere analogue, 
que les deux quantites p^ et q^ convergent vers une möme limite; et ainsi de 
snite indefiniment. 

Les deux regles demontrees ici different taut soit peu par leor forme 
des regles de M. Berfrand et de M. Morgan, mais la coincidence de toutes 
ces regles est si facile a prouver que nous ne nous y arröteront pas. Pour 
les applications de ces regles ä des exemples partieuliers, nous renvoyons au 
memoire de M. Bertrand cite au No. 1. 

St. Petersbourg 1849. 
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16. 

Zur Lehre von der Flugbahn der Artillerie' 

Geschosse. 

(Von Herrn Obristlieotenant Heim zn Stattgart.) 



1. 

JCiine genauere Kenntnifs der Flugbahn der Geschosse ist in vielen 
Ffillea von entschiedenem Nutzen. 

Die Gestalt der in der Vertical- Ebene durch die Geschütz -Axe lie-^ 
gende Flugbahn wird ihrer Natur nach, da die Schwerkraft eine der sie be- 
stimmenden Ursachen ist, am einfachsten und angemessensten auf die Richtung 
der Schwere und auf die Horizontale durch die Geschfltzmündung (durch den 
vordem Endpunct der Geschütz - Axe) bezogen. 

Beim Richten des Kanonenschusses wird zwar gewöhnlich der Geschütz- 
Axe ihre Lage stets in Bezug auf die von der Mündung zum Zielpunct ge- 
hende gerade Linie, und zwar, um eine bestimmte Entfernung zu erreichen, 
die gleiche Lage gegen diese Linie, sie mag horizontal sein, oder nicht, ge- 
geben, und die Artilleriepraxis hat hierin vollkommen Recht, weil dieses Ver- 
fahren für das Richten der Kanonen passend und bequem und bei der ge- 
.wdhnlichen Beschaffenheit des Wirkungsfeldes dieser Geschützgattung hinreichend 
genau ist. Man nimmt, wenn die von der Mündung zum Ziele gehende ge- 
rade Linie nicht horizontal ist,' gleichsam eine Verwandlung der Coordina- 
ten vor, indem man den Winkel, unter welchem die Geschütz -Axe ge- 
stellt wird, und sämmtliche Elemente, also auch den höchsten Punct, oder den 
Scheitel der Bahn, auf jene Gerade, als neue Abscissenlinie, statt auf die 
Horizontale durch die Geschützmündung bezieht, und zugleich alle von der 
Gestalt der Bahn abhängigen Verhältnisse, z. B. die Schufsweite und deren 
Längen-Abweichungen von der letztern dieser beiden Geraden auf die erstere 
überträgt. 

Allein es kommen doch auch beim Gebrauche der Kanonen Fälle vor, 
wo man genöthigt ist, in Betracht der Gestaltverhältnisse der Geschofsbahn, 
auf die Richtung der Schwere und die ihr coordinirte horizontale Richtung 
xnrQckzukommen. 
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Ein solcher Fall findet z. B. Statt, wenn im Festungskriege der Be- 
lagerer beabsichtigt, Werke von gröfserer Längen -Ausdehnung, welche in 
einigermaafsen betrachtlicher Höbe aber dem Horizonte seiner Geschatzstände 
liegen, aus Kanonen oder langen Haubitzen mit voller Ladung der Länge nach 
zu beschiefsen, oder zu enfiliren, indem es hier nach Umständen möglich ist, ' 
dafs der als Zielpunct beim Richten der Geschütze dienende feindliche Brust- 
wehrkamm in den aufstelgeifiden Ast der Geschofsbahn fällt, und die Wirk- 
samkeit des Feuers grofsentheils durch die Lage dieses Zielpuncts gegen den 
wahren (auf den Horizont bezogenen) Scheitel der Bahn bedingt wird. 

Ähnliche Fälle können auch bei den gegen Feldverschanznngen zu 
führenden Angriffen, und selbst beim Geschützkampfe auf offenem Felde vor- 
kommen. 

Die nachfolgenden Untersuchungen mögen dienen, einige Aufklärung 
darüber zu geben, wie die Gestalt sich bestimmen läfst, welche beim Enfilir- 
schufs, oder auch beim Ricochetschufs , die Geschofsbahn gegen den Zielpunct 
und die zu beschiefsenden Linien unter gegebenen Umständen annehmen wird, 
und inwiefern die Wirksamkeit des Feuers von jener Gestalt, und insbe- 
sondere von der Lage des höchsten Puncts der Bahn gegen den Zielpunct, 
abhängt 

2. 
Zu diesem Zwecke scheint es angemessen, zuvörderst aus der Bai- 
listik die analytischen Ausdrücke, nach welchen die Flugbahnen sich berechnen 
lassen, hier anzugeben, und selbst einige einleitende Betrachtungen, welche 
aus der, wenn gleich zu diesen Rechnungen untauglichen , parabolischen Theorie 
sich ergeben, vorauszuschicken. 

Aus der Gleichung der parabolischen Flugbahn 

in welcher 

z die verticale Ordinate, 

X die horizontale Abscisse, beide von der Geschützmündung an gerechnet, 

a den Erhöhungswinkel, d. i. den Winkel, den die Geschützaxe beim 
Abfeuern mit der Horizontalen in der Ebene der Flugbahn bildet, 

A| die der Anfangsgeschwindigkeit zugehörige doppelte Geschwindig- 
keitshöhe 
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bedeuten, findet sich ffir den Erböhungswinkel, welcher bei gegebener An- 
fangsgeschwindigkeit genommen werden mufs, wenn die Geschofsbahn durch 
einen gegebenen Zielpunct, dessen Coordinaten z = c und x = b sind, gehen 
soll, der Ausdruck: 



^"-H^tiii-^ii+m 



Der kleinste Wertb, denA^ haben darf, wenn das Ziel soll getroffen werden 

können, ist =]/(Ä^-f c^)-[-c, indem, wenn Ai noch kleiner ist, r"(T" +*■/") 
gröber als 1 und tga unmöglich wird. 

Ist Ai gröfser als i/CÄ^-fOH"^^ so kann der Zielpunct unter zwei 
verschiedenen Erhöhungswinkeln getroffen werden, und .es ist wesentlich, zu 
wissen, ob, wenn einer dieser beiden Winkel genommen wird, das Ziel da- 
durch in den absteigenden oder in den aufsteigenden Ast der Bahn ffillf. 

Die Ordinate Ci des Scheitelpuncts der Bahn ist = ^A^sin^a^ 
Die Abscisse bi dieses Puncts = A^ sin es cos a; 

und, je nachdem y = ^, d.i. j^tga oder ^^[l + j/(l_ ^(^-f.^))] 

ist, wird der Zielpunct im absteigenden Aste, im Scheitel, oder im aufsteigenden 
Aste der Bahn liegen. 

Nun ist Ci, also auch c, jedenfalls kleiner als ^A^, und um so mehr 

4* kleiner als der gröfsere der beiden Werthe von ^tga. Daher fällt, bei 

Anwendung des gröfseren Erböhungs winkeis, welcher jedesmal gröfser ist, 
als der dem kleinsten Werthe von A^ entsprechende Winkel, dessen Tan- 

gente = h ^^^^ ^^^ Zielpunct immer in den absteigenden Ast. 

Nimmt man dagegen den kleinern der beiden Erböhungs winkel , so ist 

T S ^ [* - y (* - ;?-(/r + t))] ' ''«°" Ä. j 2c + i ^ ist, oder es kommt der 
Zielpunct in den absteigenden Ast, in den aufsteigenden Ast, oder in den 
Scheitel der Bahn zu liegen, je nachdem Aj einen kleinern Werth als 2c -f^ — 
hat, welcher letztere nothwendig gröfser ist als ^{b'^ -{- c^) -\- c , oder einen 
gröfsem, oder diesen Werth selbst; und zu Ai = 2i?-f i— gehört tga = y, 

welcher Werth immer kleiner ist als — ^ — '. ' - 

21* 



154 ^^* Heim, über die Flugbahn der Artillerie - Geschosse. 

Nach der Theorie der Bewegung im leeren Räume läfst sich daher, 
wenn anders die Anfangsgeschwindigkeit grofs genug ist, ein Ziel von ge- 
gebener Lage immer durch zwei verschiedene Erhöhungen des Geschützes 
erreichen, von welchen jedoch, wie von selbst erhellet, die gröfsere beim 
Haubitz- und Kanonen -Feuer keine Anwendung findet. Wird der kleinere 
Erhöhungswinkel gebraucht, so ist eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit er- 
forderlich, um den Scheitel der Bahn mit dem Zielpunct zusammenfallen zu 
lassen; und wird dann eine gröfsere Anfangsgeschwindigkeit als diese ange- 
wendet, so fällt der Zielpunct in den aufsteigenden, bei kleinerer Geschwin- 
digkeit dagegen, welche indessen immer noch gröfser sein mufs als das Minimum 
der Anfangsgeschwindigkeit, in den absteigenden Ast der Flugbahn. 

Diese, aus der eben erwähnten Theorie abgeleiteten Verhältnisse müssen, 
wenn auch die Bewegung der Geschosse durch den Widerstand des fiflssigen 
Mittels sehr wesentlich sich ändert, da sie zunächst von der Anfangsgeschwin- 
digkeit, der Schwerkraft und dem Erhöhungswinkel abhängen, in der Haupt- 
sache auch noch fOr die Bewegung in der Luft gelten; wie Dies die nach- 
folgenden Sätze zeigen werden. 

3. 
För die Bewegung eines Geschosses im widerstehenden Mittel hat man, 
in der Voraussetzung, dafs der Widerstand dem Quadrate der Geschwindigkeit 
proportional sei, die beiden Grundgleichungen: 

d^x , dsdx j 

-Qir = -^f^-eidf ""'' 

d*z , ds dz 

dt* ~ ^~^^dt W 

welche, durch Wegschaffung der Veränderlichen /, in die Gleichung der Flugbahn 
fibergehen, zu welcher noch die Gleichung 



'+(£)• m 



gehört. 

In der Vertical -Ebene der Flugbahn, in welcher der Ort des Coor- 
dinaten- Ursprungs vorerst unbestimmt ist, sind die verticalen z von unten 
nach oben, die horizontalen x nach der Seite, wohin das Geschofs sich be- 
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wegt, gerichtet angenommen; g ist die Beschleunigung der Schwere im flös- 
sigen Mittel; ^ ist =1-^-7 9 wo 

n einen durch Erfahrung zu bestimmenden beständigen Coefficienten , 

D die Dichtigkeit des flössigen Mitteis, 

D\ die Dichtigkeit des Geschosses, 

/ dessen Halbmesser 
bedeuten. 

Verlegt man den Anfang der Coordinaten in den Scheitelpunct O der 
Bahn, und setzt ferner 

f die Geschwindigkeit in diesem Puncto, 

fi die Anfangsgeschwindigkeit, 

A = -^ und A| = -^ die diesen Geschwindigkeiten zugehörigen doppelten 

Geschwindigkeitshöhen , 
a den Erhöhungswinkel, 
log die natfirlichen Logarithmen, 
e deren Basis, 
so erhält man durch Integration der Gleichung {,A,')^ in Verbindung mit {BJ): 



(a.) 



l-*''[g/('+(S))+'»«(S+/('+©-))] ' 



AiCOS^a 



T-*'*(-^+''>»»fi^(^'+*«>) 



and, da eine weitere Integration in geschlossener Form nicht möglich ist, 
durch Integration in Reihenform: 

Ffir gröfsere und mittlere Geschwindigkeiten der Artillerie -Geschosse 
und fttr die den letzteren Geschossen zugehörigen Werthe von fi, convergiren 
diese drei Reihen sehr schnell, so dafs selbst die zweiten Glieder zur rechten 
Seite des Gleichheitszeichens ohne erheblichen Fehler weggelassen werden 
können. Die nöthigen Correctionen lassen sich dann leicht nachholen. 
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4. 

Sind in Bezag auf den Zielpunct M. die Abstände ÄN= h und NM= c ge- 
geben und ist OP oder — z= — «i , PM. oder a? = ar, , so giebt die Gleichung (C) 

demnach erhält man durch Snbtraclion 

^ = 7:t((*-''*-l)«^"+A**), und «"'. = -fjE0-\ 

woraus, wenn h bekannt ist, x^ und somit z^ gefunden werden können. 

Ergtebt sich ef"""' gröfser als 1 oder Xi positiv, so fällt, mit der Vor- 
aussetzung äbereinstimmend, der Scheitel der Bahn O zwischen den Anfangs- 
punct A und den Zielpunct M. 

Wird ef"'^' kleiner als 1 oder Xi negativ, so liegen Scheitelpunct und 
Anfangspunct auf entgegengesetzten Seiten des Zielpuncts. 

Findet sich e""^' gleich 1 oder f^ gleich Null, so fällt der Scheitel der 
Bahn in den. Zielpunct, und durch die Gleichung 

^ ^ fib—fi*ch 4 A L e-f^ + ub—l 

(^•) i^e-y^ = * ^^^^ ^^ = — ^ — 

wird sonach diejenige Scheitelgeschwindigkeit bestimmt, bei welcher Ziel und 
Scheitel zusammenfallen. 

,Die Gleichungen (D.) und {E^^ in Verbindung mit (ß.)? geben ferner 

tga = -L(i_^-A'^^/^*i)^ und 

woraus durch Combination mit 



1— e*<"* 



folgende weitere Ausdrucke hervorgehen: 

^ ^ (e/** — l)tga — fic ' 



(AO tg« = ±(l-i±#)" 
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ig.) fih = ^ ^ 



(Ä.) fxky 



lih ef*^—fAb—i 



(1 — (ihiga)c08*a (fibiga — fic)cos*a 

Mit Hälfe der Gleichungen (a., d.^ . . . . A.) lassen sich, in Beziehung 
auf eine Geschofsbahn, welche durch ein Ziel von gegebener Lage gehen 
solL von den vier Bestimmungsstflcken : Anfangsgeschwindigkeit, Scheitel- 
geschwindigkeit, Erhöhungswinkel und Scheitel -Abscisse, immer eines aus 
jedem der drei andern bestimmen, und sodann die Scheitel - Ordinate mittels 
der Gleichung (ft.) finden. 

In Hinsicht der Anfangsgeschwindigkeit finden ähnliche Bedingnisse 
wie bei der Bewegung im leeren Räume (3.) Statt. 

Die doppelte Geschwindigkeitshöhe Ai darf, wenn Oberhaupt eine durch 
den Zielpunct gehende Bahn des Geschosses möglich sein soll, nicht kleiner 

sein als ,.,,,,, v , weil sonst tga imaginär wird; und der dieser 

Grftnze entsprechende Werth von tga ist, wie bei der Bewegung im leeren 

Raame, gleich jlE±p±l. 

Bei gröfseren Werthen von h^ kann das Ziel unter zwei verschiedenen 
Erhöhungswinkeln erreicht werden, und die Werthe von tga^ mit positivem 
Wurzelzeichen, nehmen mit h^ zugleich zu, die mit negativem Wurzelzeichen 
dagegen ab, während h^ zunimmt. 

Vermöge der Gleichung (tf.) ist 

^-' J 1 , je nachdem tga J ^^^i^^/^^^^ 

ist; und dem Werthe ^ ^^7" lI von tga, welcher kleiner ist als "\ , 

entspricht nach der Gleichung (A.) ein Werth von 

2(e/<6 — i^j — \\ 

welcher nothwendig gröfser ist als der kleinste Werth , , ,^ , ,._ v von 

^ fihi und, in die Wurzelgröfse der Gleichung (/;) gesetzt, dieser Gröfse den 

Werth 1 . . /^ f A T \ — üf ■ "7^.7" ..avix giebt, in welchem das zweite 

(jLb.ef^(J(e f^-flib — l)*+^'c*(l— »ß-A'ö)«) » ' 

Glied kleiner als 1 ist, so dafs die Wurzelgröfse, damit tg a gleich Z-lhjL a^i 
werde 9 mit negativem Zeichen genommen werden mufs. 
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Demnach fällt, wenn bei irgend einem Wertbe von A^^ welcher gröfser 
als sein Minimum ist , der kleinere der beiden Erhöhungswinkel genommen 
wird, das Ziel in den absteigenden Ast, in den Scheitel, oder in den auf- 
steigenden Ast, je nachdem 

^'^^^^'^ V -j^ +e-M+^_l>' 

ist, und wenn der gröfsere dieser Winkel genommen wird, immer in den 
absteigenden Ast. 

Indessen darf nicht unbemerkt bleiben, dafs der angegebene kleinste 
Werth von ^i, und der ihm entsprechende von tga^ wegen der bei abnehmen- 
dem h nach und nach eintretenden ungenügenden Convergenz der Reihen (C , 
Z>., 1?0? ^^^^^ ^'^ genau gelten kann; so wie aus der gleichen Ursache 
Oberhaupt mit dem gröfseren Wertbe von a die mit Hülfe dieser Reiben ab- 
geleiteten Ausdrücke zur Anwendung wenig geeignet sind. 

Aus der Gleichung (A.) ergiebt sich für c = 0: 

welcher Ausdruck dazu dienen kann, aus der horizontalen Schufsweite b und 
dem Erhöhungswinkel a die Anfangsgeschwindigkeit zu fiiiden. 

Ist /)^ die Endgeschwindigkeit für die horizontale Schufsweite, und A^^=^^ 

so findet sich, angenähert, aus (i?., C, Z>., «., .... A.'): 

, ef^—lib—i I tgg(e--i"^-fft&— 1)* 

^ ** lib.ef^iga • iib.e'Mb(ef^—iib~^\) ' 

und hieraus ferner, wenn a klein ist, nahe 

Wird, wie beim Ricochetschusse, beabsichtigt, dafs das Geschofs aufser 
dem Puncto iH noch einen zweiten Punct ilfi, für welchen AN^ == d-[-Äj und 
NiMi = c — Ci ist, treffen soll, wodurch Anfangsgeschwindigkeit und Er- 
höhungswinkel zugleich bestimmt werden, so hat man neben der Gleichung (i/.) 
noch die weitere: 

^(6»+x,) _ f^ib+bi)—fi\c—c,)h 

woraus in Verbindung mit («f.) 

und sodann weiter nach (/l und A.) der Erhöhungswinkel und die Anfangs- 
geschwindigkeit sich ergeben. 
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5. 
Um die Anwendnng der entwickelten AnsdrOcke an einem Zahlenbei- 
spiele ZQ zeigen, sei 

Der horizontale Abstand AN=^ h des Zielpuncts von 
der Geschfitzmfindang • . . = 3000 Par. Fufs, 

Dessen Höhe iVM = c Aber dem Horizonte der 6e- 
schfitzmflndung = 131Par. F.*). 

Der Winkel, ^en die gerade Linie von der Mfindung 
nach dem Ziele mit der Horizontalen macht, der sogenannte 

Terrainwinkel, ist demnach = 2^30', 

und die Länge dieser geraden Linie, i{b^-\-(^) . . . = 3002,9 Par, F. 

Wird der Winkel 2^ 30' von dem Erhöhungswinkel a, den die Rechnung 
giebt, abgezogen, so bleibt der Winkel äbrig , unter welchem die 6eschfitz-Axe 
gegen die gerade Linie von der Mfindung nach dem Ziele beim Richten zu stellen ist. 

Der Widerstands-Coefficient i^ = in~7 hangt von der Gröfse und dem 

Gewichte der Geschosse ab, und findet sich, wenn der numerische Coeffi- 
' cient n, nach Bor da, Lombard und Pohson =|^, und die Dichtigkeit (spec. 
Schwere) D der atmosphärischen Luft ffir eine mittlere Temperatur (etwa-j-lO^'R.) 
= ¥iir angenommen wird, wie folgt. 

Nach dem „Aide-Memoire a Tusage des officiers etc." vom Jahr 1844 ist 

Ffir die 24pffind. Kugel, bei 0,37 Centim et er Spielraum, 2/ = 14,9 Conti meter, 
Ffir die 16pf find. Kugel, bei 0,37 Centimeter Spielraum, 2/^=13 Centim., und 
Ffir beide Geschosse D^ = 7,207 ; 
Ffir die 22 Centim. Granate, bei 0,25 Centim. Spielraum, 2/ =22,05 Centim. und 

23 000 
Dl = ,, , wenn / in Centimetern angegeben wird, = 4,097, indem 

8 

mit 1 Kilogramm FfiUung die Granate 23 Kilogr. und 1 Cnbikcentimeter 
Wasser 1 Gramm wiegt; 
Ffir die 16 Centim. Granate, bei 0,25 Centim. Spielraum, ist 2/=: 16,3 Centim. und 

D^ = "^y = 4,851 , indem mit 0,475 Kilogr. FfiUung die Granate 
11 Kilogr. wiegt. 

*) Die beispielsweise hier angegebenen Abstände sind den Örtlichkeiten einer deut- 
schen Festung, und die Geschütze der französischen Artillerie entnommen. 
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Man hat demnach in Pariser Fafsen — oder -77- -yr l: 

Fflfr die 24pfänd. Kngel = 2938,457 , 

- - 16pfund. - =2563,755, 

- - 22^ Granale =2472,240, 

- - 16^ - =2163,702. 

6. 
Flugbahn der 24pfund. Kugel. 

1) Soll der Scheitel der Bahn in den Zielpunct, fär welchen 6=3000, 
6* = 131 ist, fallen, so findet sich, die Beschleunigung der Schwere^ zu 
30,1963 F. ^) angenommen: 

- Aus (c.) die Scheiteigesch windigkeit /* oder -^{gh) . . . = 871,2 F., 
Aus (/*.) der entsprechende Erböhungs winke! a . . . . = 4^ 16', 
Aus (A.) die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit fi oder ^{gh^ =1455,6 F.; 

wozu nach dem ^Aide-Mem. p. 429'' eine Ladung von 2,94Eiiogr. gehört. 

Bis die Kugel vom Scheitel der Bahn oder vom Zielpunct an wieder um 
7 F. sinkt, oder bis sie einen 7 F. unter dem Brustwehrkamm liegenden hori- 
zontalen Wallgang erreicht, geht sie noch weiter um 574 F., und es macht dann 
ihre Bahn mit dem Horizont einen Winkel von 1^27'. 

Wird bei der Berechnung von fi noch auf das zweite Glied von ^-^ 

in der Gleichung {E.') Rflcksicht genommen, so findet sich /i = 1456,4 F., 
also nur um 0,8 F. gröfser als mittels der Gleichung (A.); woraus die starke 
Convergenz der Reihen bei den angewendeten Wertben von fi und h, und die 
Zuläfslicbkeit der Vernachlässigung der zweiten Glieder derselben hervorgeht. 

2) Nimmt man an, die Kugel gehe, indem das Geschütz auf denselben 
Zielpunct und unter demselben Winkel, wie im vorigen Falle, gerichtet wird, 
vermöge der unvermeidlichen Unregelmäfsigkeiten der Schüsse, nur um den 
20ten Theil der mittleren Schufs weite zu weit, wonach sie auf eine hori- 
zontale Entfernung von 3000. f^ = 3150 F. eine Höhe von 131^ = 137,55 F. 
erreicht, so hat man 

a = 4M6', * = 3150, c = 137,55, 



*) Unter F. wird hier und im Folgenden Pariser Fufs verstanden. Der Einfach- 
heit wegen ist fSr die vier Geschofsgattungen der gleiche Werth von g, nämlich die Be- 
schleunigung im leeren Räume, weldie um etwa 0,005 F. zu grofs ist, genommen. 
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und erhält 

Aus (y.) für die Scheitelgeschwindigkeit f . . . . .= 882 F. , 

Aus (A.) für die Anfangsgeschwindigkeit ^ =1507,2 F., 

zu welcher eine Ladung von 3,2 Kilogr. gehört. 

Aus (e.') erhalt man ffir den horizontalen Abstand des Schei- 
tels vom Zielpunct, welcher Scheitel jenseits des letztern Punctes, 
vom Geschätze an gerechnet, fällt, =132,5 F. i, 

Aus (6.) für die Höhe des Scheitels über eben diesem Puncte = 6,556 F. 

s 

Es findet sich ferner, dafs die Kugel, bis sie wieder auf die Höhe des 
Zielpuncts, d. i. um 6,556 F. fällt, vom Scheitel an noch um 563 F. weiter geht; 
so dafs sie demnach, während sie gegen ein mit dem Geschätze in gleicher 
Höhe stehendes Ziel nur um 150 F. zu weit gegangen wäre, wegen des höher 
stehenden Zieles in Wirklichkeit um 132 -f 563 = 695 F. zu weit geht. 

3) Die Scheitelgeschwindigkeit f des Geschosses sei = 900 F. , so dafs 
der Zielpunct, wenn er getroffen werden soll, vermöge (1.)/ zwischen den 
Scheitel und das Geschütz, oder in den aufsteigenden Ast der Bahn fallen 
mofs. Man hat demnach £ = 3000, c = 131, /*=900, und findet 

Aus (/*.) für den zu nehmenden Erböhungswinkel x . . =4^6', 

Aus (A.) für die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit fi =1534,5 F.; 
wozu eine Ladung von 3,4 Kilogr. gehört. 

Aus Qd.') findet sich für den Abstand Xi^ in welchem der 
Sdieitel vor den Zielpunct, auf die vom GeschQtz abgekehrte Seite 
des letztern fällt, 120,8 F., 

Aus (6.) fflr die Höhe Zi des Scheitels Ober dem Zielpunct . 0,268 F. 

Bis das Geschofs vom Scheitel an um 7,268 F« sinkt, oder bis es einen 
7 F. unter dem Zielpunct liegenden horizontalen Wallgang erreicht, geht es 
vom Scheitel an noch um 603 F. weiter, oder entfernt sich vom Zielpunct bis 
zu 724 F., und es macht dann seine Bahn mit dem Horizonte einen Winkel 
von 1^26'. 

4) Wächst die Scbeitelgeschwindigkeit f der Kugel, welche das Ziel, 
wofflr 6 = 3000 und c = 131 ist, treffen soll, bis zu 923 F., so mufs das 
letztere um so mehr in den aufsteigenden Ast der Bahn fallen, und die ent- 
sprechende Anfangsgeschwindigkeit fi des Geschosses beträgt dann 1601,2 F.; 
wozu ungefähr die volle Ladung von 4 Kilogr. gehört. 

22» 
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Es ergiebt sich für diesen Fall: 

Der erforderliche ErhöhnQgswinkel a =3^58', 

Der Abstand x^ des Scheitels vom Ziel == 223,4 F. , 

Die Höhe Zj^ des Scheitels über dem Ziel =0,863 F., 

und bis das Geschofs nm 7,86 F., d.i. nm 7 F. unter die Höhe des Ziels, 
herabsinkt, geht es noch weiter um 642 F., oder entfernt sich von dem 
Ziele um 865 F., und sein Weg bildet dann mit dem Horizonte einen Winkel 
von 1 « 27'. 

5) Das Geschütz werde nun unter dem für die volle Ladung nach dem 
vorigen Falle ermittelten Erhöhungswinkel 3^ 58' gerichtet, die Kugel gehe 
aber mit einer den zwölften Theil der mittlem Schnfsweite betragenden Län- 
gen-Abweichung zu weit, oder erreiche in einer horizontalen Entfernung von 
3000f| = 3250F. die Höhe über der Mündung von 131.|| = 141,917F., 
so dafs 

a = 3^58', * = 3250, c = 141,917 

zu nehmen ist, und auf eine zufällig gröfsere Geschwindigkeit des Geschosses 

geschlossen werden mufs. Es findet sich dann 

Die Scheitelgeschwindigkeit f = 939,5 F., 

Die Anfangsgeschwindigkeit ^ * . =1693,1 F., 

Der horizontale Abstand, in welchem der Scheitel vor 

dem Zielpunct liegt, = 442,3 F., 

Die Höhe des Scheitels Ober dem letztern =11,536 F., 

Bis die Kugel um diese letztere Höhe wieder sinkt, geht sie noch 

um 785 F. weiter, und ihre, auf dem Horizonte des Zielpuncts gemessene 

Längen -Abweichung beträgt daher in Wirklichkeit 785-J-442 = 1227 F., 

während sie bei einem mit dem Geschütze gleich hoch stehenden Ziele von 

gleicher Entfernung nur 250 F. betragen hätte. 

6) Soll das Object, dessen horizontaler Abstand vom Geschfltzstande 
3000 und dessen Höhe über der Mündung 131 F. beträgt, mit einer kleineren 
Scheitelgeschwindigkeit, oder unter einem gröfsern Erhöhnngswinkel als im 

» 

Falle (1.), gefunden worden, getroffen werden, so mufs der Scheitel der Bahn 

zwischen den Anfangspunct und das Object fallen. 

Setzt man den Winkel a = 4}^, so ergiebt sich 

Aus (y.) die Scheitelgeschwindigkeit f = 838,9 F. , 

Aus (A.) die Anfangsgeschwindigkeit fi. ==1370,8 F., 

wozu eine Ladung von 2,54 Kilogr. gehört. 
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Aas {e.') ergiebt sich fflr den horizontalen Abstand, in wel- 
chem der Scheitel hinter dem Zielpnnct, anf der dem Geschfitze 
zugekehrten Seite desselben liegt, = 132F., 

Aus (6.) die Höhe des Scheitels Aber dem letztern Punct =0,379 F. 
Bis die Kugel um 7,38 F. vom Scheitel an, oder um 7 F. unter die 
Höhe des Zielpuncts sinkt, geht sie vom Scheitel an noch um 567,5 F. weiter, 
oder Ober das Ziel hinaus um 435,5 F. , und der Winkel ihrer Bahn mit dem 
Horizont in dieser Höhe ist 1 ^ 32'. 

7) Wird der Winkel a = 5^ genommen, so ist, damit dasselbe Object 
getroffen werde. 

Eine Scheitelgeschwindigkeit f . . = 777,6 F. , 

Eine Anfangsgeschwindigkeit /ü = 1239 F. , 

wozu eine Ladung von 2 Eilogr. gehört, nöthig, und es findet sich, dafs der 
Scheitel der Bahn hinter das Ziel um 335,6 F. fällt, und Aber dasselbe um 2,924 F. 
Bis das Geschofs um 7 F. unter die Höhe des Ziels herabsinkt, geht 
es vom Scheitel an noch um 609 F. oder vom Ziele an um 273 F. weiter, 
und die Neigung seiner Bahn gegen den Horizont betragt dann 1 ^ 56'. 



7. 

Flugbahn der 16pfAnd. Kugel. 

1) Wenn der Zielpunct, dessen horizontaler Abstand b vom GeschAtze 
= 3000, und dessen Höhe Aber dem letztern = 131 F. ist, von der 16pfAnd. 
Kugel so getroffen werden soll, dafs der Scheitel der Bahn mit ihm zusam- 
menfällt, so mufs 

Die Scheitelgeschwindigkeit f oder ^(yA) = 853,2 F. , 

Der Erhöhungswinkel 4^ 12', 

Die Anfangsgeschwindigkeit fi oder y(yAi) = 1535,7 F. 

sein ; wozu eine Ladung von 2,76 Kilogr. gehört. In ihrem absteigenden Aste 
geht dann die Kugel, bis sie einen 7 F. unter dem Zielpunct liegenden hori- 
zontalen Wallgang trifft, noch um 560 F. weiter und macht beim Auffallen 
mit dem Wallgange einen Winkel von 1 ^ 29'. 

Der vollen Ladung der 16pfAnd. Kanone, welche nach dem ^Aide- 
Memoire p.412'' 2,666 Kilogr. beträgt, entspricht nach p. 429 eine Anfangs- 
geschwindigkeit von 493,5 Meter = 1519,2 F., welche um 16,5 F. kleiner ist 
als die so eben gefundene Anfangsgeschwindigkeit. 



* 
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Wird die Ißpfflnd. Kanone mit dieser yollen Ladung angewendet, so 
wird demnach das Ziel noch etwas nnter den Scheitel der Bahn in den ab- 
steigenden Ast fallen , und es mufs der Erhöhungswinkel um ein weniges gröfser, 
als der so eben angegebene genommen werden. Jedoch ist der Unterschied 
so unbedeutend , dafs sich ohne erheblichen Fehler die Ladung von 2,666 Kilogr. 
als diejenige ansehen Isfst, bei der das Ziel in den Scheitel fftUt 

2) Wird beabsichtigt, die 16pfflnd. Kugel solle, wie beim Ricoche- 
tiren (Aide-Memoire p. 417), indem ihre Bahn durch das Ziel geht, für wel- 
ches 6 = 3000, c = 131 ist, einen 7 F. niedriger als das letztere liegen- 
den horizontalen Wallgang in einem Abstände vom Ziele von 42 Meter 
= 129,29 F. erreichen, so findet man, indem man 6i = 129,29, Ci = 7 setzt: 
Aus (k.) die dazu gehörige Scheitelgeschwindigkeit f . = 663,6 F. , 
Sodann nach (<2.) den Abstand Xi des zwischen das Ge- 
schätz und das Ziel fallenden Scheitels von letzterem . . . =623,4 F., 
Nach (60 die Höhe z^ des Scheitels aber dem Ziel . . = 14,472 F. , 

Nach (/".) den Erhöhungswinkel a = 6^ 4', 

wozu ein Geschütz- Aufsatz von 274 Millim. (Aide-Memoire p. 432) gehört. 

Und nach (A.) die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit /^ =i:1061 F., 
zu welcher eine Ladung von 1,1 Kilogr. gehört. 

Der Winkel, den die Bahn des Geschosses mit dem Wallgange beim 
Niederfallen bildet, beträgt 3^ 26'. 

8. 
Flugbahn der 22centim. Granate. 

1) Soll die 22"" Granate so fortgeschleudert werden, dafs sie das an- 
gegebene Ziel im Scheitel ihrer Bahn trifft, so mufs sie, wie sich aus (c.) 

ergiebt, mit einer Geschwindigkeit /* von 848,2 F. 

in diesem Scheitel ankommen, 

(A.) mit einer Anfangsgesch.windigkeit fi von 1560 F. 

Und (/*.) unter dem Erhöhungswinkel a = 4^ lO' 

abgeschossen werden. 

Nach dem ^Aide-Memoire p. 429'" ist aber die gröfste Anfangsgeschwin- 
digkeit, mit weicher dieses Geschofs ans der 22'' Haubitze , nämlich mit der 
Ladung von 2 Kilogr., fortgetrieben werden kann, 286 Meter = 880,4 F. Da- 
her kann das Ziel mit eben diesem GeschQtz nicht anders als im absteigenden 
Aste der Geschofsbahn getroffen werden. 
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2) Wenn nnn das Ziel mit dieser möglich -gröfsten Anfangsgeschwin- 
digkeit des Geschosses = 880,4 F. erreicht werden soll, so ist dazu, wie 
aas (/•) gefunden wird, 

Ein Krhöhungswinkel a von 7M7'18" 

erforderlich, ond man erhält femer 

Aus (^0 den Abstand Xi vom Ziele, da der Scheitel hinter 

dasselbe, gegen das Geschütz zu fallt, =841,6 F., 

Aus (6.) die Höhe desselben z^ aber dem Ziele . . . = 37,82 F. , 

Aus (^.) die Scheitelgeschwindigkeit f = 564 F. 

und die horizontale Entfernung, um welche das Geschofs vom Ziele an noch 
weiter geht, bis es sich 7 F. unter die Höhe desselben herabgesenkt hat, = 70 F. , 
so wie den Winkel, den seine Bahn auf dieser Entfernung mit dem Horizonte 

bildet, =5^59'. 

Wird der Erhöhungswinkel a durch Zuziehung des zweiten Gliedes der 
Reihe (D.) verbessert, so ergiebt sich derselbe =7^ 46' 58", also nur um 
20" kleiner als atis der Gleichung (/•); ^^s auch bei den hier angewen- 
deten Werthen von ^ und A eine noch genügende Annfthemng der Aus- 
drücke (bj) ... . (A.) zeigt. 

3) Die Anfangsgeschwindigkeit, welche die 22"" Granate aus dem canon- 
obusier von 22'' der französischen Marine mit 3,5 Eilogr. Ladung erhalt, ist im 
^Aide-Memoire'^ nicht angegeben. Man findet aber mit Hülfe der Gleichung (i.) 
Aus der Tragweite von 1000 Metern, mit 82 Millim. Aufsatz, oder 3^ 25'Erhöhung, 
u. aus der Tragweite - 1200 - - 131 - - - 4032' - - 

(Aide-Mem. p. 426 u. 432) die Anfangsgeschwindigkeit der aus diesem Ge- 
schütze mit 3,5Kilogr. geschossenen Granate ziemlich übereinstimmend =c=1114F. 
Soll das Geschofs mit eben dieser Anfangsgeschwindigkeit das ange- 
gebene Ziel erreichen, so beträgt nach den entwickelten Gleichungen 

Der nöthige Erhöhungswinkel a 5^ 47', 

Die Scheitelgeschwindigkeit f 678,6 F. , 

Der Abstand Xi des Scheitels, welcher zwischen das Ge- 
schütz und das Ziel fällt , von dem letztern 574,3 F. , 

Die Höhe Zi desselben über dem Ziel 11,70 F., 

Die horizontale Entfernung vom Ziele, in der es einen 7 F. 

unter demselben liegenden Wallgang erreicht, 144^4 F., 

Der Einfallwinkel, den es mit dem letztem macht, . • . 3^8'. 
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9. 

Flugbahn der 16centim. Granate. 

1) Wenn das Ziel, dessen horizontale Entfemnng b vom Geschätze 
3000 und dessen Höhe c Aber demselben 131 F. beträgt, von der lÖ"" Granate 
im Scheitel der Bahn getroffen werden soll, so ist dazu 

Eine Scheitelgeschwindigkeit /" von 828,7 F., 

Eine Anfangsgeschwindigkeit fi von 1 664 F. , 

Und ein Erhöhnngswinkel a von 4^ 5' 

nöthig. 

Die gröfste Anfangsgeschwindigkeit aber, welche der 16"" Granate bei 
der vollen Ladung von 1,5 Kilogr. mitgetheilt wird, beträgt (Aide-Mem. p. 429) 
nur 328 Meter = 1010 F., und das Ziel kann somit nur im absteigenden Aste 
von diesem Geschosse erreicht werden. 

2) Bei dieser gröfsten Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses mnfs die 
Bahn desselben, wenn sie durch das Ziel gehen soll, so beschaffen sein, dafs 

Der Erhöhungs Winkel a 6^ 48', 

Die Scheitelgeschwindigkeit f 595,5 F. , 

Der Abstand Xi vom Ziel, in welchem der Scheitel zwischen 

dem letztern und dem Geschätze liegt, 744,1 F., 

Die Höhe z^ des Scheitels Ober dem Ziele 26,53 F. 

beträgt, und dafs das Geschofs, bis zur Senkung um 7 F. unter das Ziel, noch 
um 86,5 F. aber dasselbe hinausgeht und seine Bahn an dem dieser Entfer- 
nung entsprechenden Puncto gegen den Horizont eine Neigung von 4^ 56' hat. 

10. 

Die Folgerungen, welche aus den im Vorigen angestellten Berechnnn* 
gen fär den gewöhlten Beispielsfall sich ergeben, werden nun im Wesent- 
lichen folgende sein: 

Der Enfilirschufs aus Kanonen ist in dem Sinne eines Schusses, 
der mit voller Ladung in flachem Bogen geschieht, aus dem vorausgesetzten 
Standpuncte der Belagerungsgeschütze gegen die 3000 F. in horizontaler Rich- 
tung von ihm entfernten und 131 F. aber dem Horizonte der Geschfltzmün- 
düngen liegenden Werke nicht anwendbar. Mit ganzer Ladung erreicht die 
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24pfQnd. Kugel die als Ziel angenommene Brustwehr schon in dem aufstei- 
genden Bogen ihrer Bahn, und geht, bis sie vom Scheitel an wieder bis zur 
Höhe dieses Zieles herabsinkt, auf sehr beträchtliche Strecken weiter; auch 
fallen die Längen-Abweichungen der Geschosse wegen dieser Lage des Schei- 
tels um das Vi^fache und Fünffache gröfser aus, als auf wagerechtem Boden. 
Die Bahn der mit voller Ladung abgeschossenen 16pfänd. Kugel gestaltet sich 
zwar etwas minder ungünstig, indem deren Scheitel ungefähr in das Ziel, oder 
dem Geschütze noch etwas näher zu liegen kommt; doch mufs auch bei diesem, 
an sich weniger kräftigen Geschosse, wie bei der 24pfünd. Kugel, w6nn gleich 
in geringerem Maafse, eine durch den sehr gestreckten Lauf und die stärkeren 
Längen -Abweichungen gesteigerte Unsicherheit der Wirkung Statt finden. 

Mit Haubitzen ist aus derselben Stellung, wegen der Gröfse der Winkel, 
unter denen die Geschosse auch bei voller Ladung die zu beschiefsenden 
Wallgänge treffen würden, kein eigentlich bestreichender Schnfs ausführbar, 
und nur aus der Granatkanone der Marine, mit voller Ladung abgeschossen, 
könnte die 22"" Granate auf die Wallgänge noch in gestreckterer Bahn wirken. 

Unter diesen Umständen scheint bei der angegebenen erhöhten Lage 
der anzugreifenden Werke der Ricochetschufs , nämlich ein Schufs mit 
schwächerer Ladung in höherem Bogen, mehr zur Anwendung geeignet, als 
der Enfilirschufs , obgleich bei der 500 Klafter betragenden Entfernung des 
Ziels auch von jener Schufs -Art ein sehr wirksamer Erfolg nicht zu er- 
warten ist. 

Zugleich erhellet aus den vorstehenden Erörterungen, dafs, wenn die 
Aufstellung der Geschütze in kleinerer Entfernung vom Ziele geschehen 
kann, das Ricochetfeuer zwar dadurch an Wirksamkeit gewinnen wird, für 
den Enfilirschufs dagegen durch gröfsere Nähe, bei übrigens verhältnifsmäfsig 
gleich grofser Erhöhung des Ziels, die Verhältnisse sich noch ungünstiger ge- 
stalten werden. 



11. 

Als vollkommen genau können zwar die hier vorgelegten Rechnnngs- 
Ergebnisse nicht gelten: nicht sowohl wegen unzureichender Näherung der 
angewendeten Formeln, als vielmehr wegen der Unsicherheit des Werths des 

CreUe's Joarnal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2. 33 
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Widerstands-Coefficienten ^, welcher, streng genommen, mit der Geschwin- 
digkeit des Geschosses selbst sich ändert, auch von der, einem bedeuten- 
den Wechsel unterworfenen Dichtigkeit und Temperatur der Luft abhängt^ 
und daher den, seiner Natur nach. Oberhaupt noch nicht genau bekannten 
Widerstand der Luft nur unvollkommen vertritt. Dennoch därfen im All- 
gemeinen und Wesentlichen die in Betreff der Verhältnisse der Sohufsbah- 
nen hier gezogenen Folgerungen immer als angenfthert richtig betrachtet 
werden. 

Stuttgart, im Juli 1850. 
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17. 

Memoire sur quelques formules relatives aux surfaces 

du second ordre. 

(Par. Hr. WilUam SpoUittooode , de I'Universile d'Oxford.) 



S- 1- 

Rednction de requation generale. 
S^oit, comme a Tordinaire, 

B, F 



(1). 



J = 



F = 



(2.) 



F, C 

G, A 
F, H 

A,U,G 
H,ß,F 
G,F,C 



B 



G 



C, G 
G, A 

H, B 
G, F 

A,H,G 
H, B, F 
G,F,C 



C = 



H = 



A, H 

H, B 

F, C 
H, G 



et soient Ai, 0^, Ci, Fi, 6r,, Hi, V^, les valenrs que prennent A, B, C, 
F, G, U, V, en ecrivant A — d, B — d, C — O, au liea de A, B, C; et 
A', B', C, F', G', H', V, Celles que prennent les m^mes quantites qnand 
on cbange les directions des axes coordonnes; c'est ä dire quand x, y, z, 
deviennent Ix -{■ my -\- nz , l'x-\-m'y-\-n'z, /"j? -f- »»"y -f- «"«• Cela pose, 
on anra 



A' = 



(3.) 



.*" = 



A, H, G, / 
H, B, F, /' 
G, F, C, /" 

/ V l" 
*» * 1 * 1 • 

A, H, G, n 
H, B, F, n' 
G, F, C, n" 
in, m\ m", . 



B' 



G' 



A, H, G, tn 
H, B, F, tn' 
G,F,C,iii" 
rn,tn\m.'\. 

A, H, 6, / 

H, B, F, /• 
G, F, C, /" 
n, «', n", , 



C 



H' 



23 



A, H, G, n 
H, B, F, n' 
G,F,C,«" 
», n', n", . 

A,H,G,m 
H,B,F,«i' 
G,F,C,ni" 
/ /' /" 
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(4.) 



Soit, de plus, requation de la surface da seeond ordre • 

A, H, G, ^ X =0. 

H, B, F, ^' y 

G, F, C, z 

X, y, 2r, Lx-\-Jily-\-Nsi-\-K):V 

Alors, si V ne s'evanouit pas, on obtiendra les coordonnees {a, ß, y) du 
centre de la surface par les expressions 



(5.) 



V 



L, U, G 


Vß — 


L, G, A 


V»y — 


1., A, U 


M, B, F 




M, F, H 




M,U,B 


N, F, C 




N, C, G 




iV, G,F 


1 . . A 


— V 


1 . .H 


— V 


1 . . G 


. 1 .H 




. 1 . B 




. 1 . F 


. . IG 




. . 1 F 




..IC 


L, M, N. 




L,M,N. 




L,M,N. 



(6.) 



= 0. 



et , si Ton prend le point (a, ß, v) ponr la noavelle origine des coordonnees, 
l'equation (4.) devient 

A, H, G, X 

H, B, F, y 

G, F, C, z 

ar, y, «, K'.V 



Or, en faisant, 



(7.) n 



l, m, n 
V, m\ n' 
t", m", n" 

on obtient generalement par la transformation des coordonnees: 



Ä, H', G' 

(8.) H', B', F' 

G\ F', C 

Par conseqaent, dans le cas oü 

(9.) n = 

on pent tonjours satisfaire a Tegnation 

A' — e, H', G' 
(10.) H',B'-e,F' 

G', F', C'-e 



IPV. 



1, 

A-e, H, G 
H, B-e, F 
G, F, CS 
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par ane valeur convenable de 6; et si de plns oo fait 

(11.) F' = 0, e' = 0, H' = 
OD a 







A — e, H, G 
H, B-e, F 
G, F, C-6 



A'-e . . = A—e. H. G = V, 

C12.) . B'-e . 

C'—e 

et les valeurs de A', B', C, seront les racines de I'eqnation 

' • (13.) V, = 0. 

Ces resaltats peuvent aussi dtre trouves de la maniere suivante. On 
sait que les quantites l, l\ /"; m, m', tn^'f n, n', n" sont proportionnelles 
aux coordonnees d^une sphere dont le rayon est egal a Tunile, et par suite, 



(14.) 



1 . . / 


— 1 


. 1 . /' 




. . 1 /" 




*> » , t , . 





(15.) 



1 



ft 



n' 



. . 1 n 
m, wly m!\ . 



fi 



= 



1 


. tn 


• 


1 . m' 


• 


. 1 m" 


1», 


m', m", . 


1 


. . / 


• 


1 . /' 


• 


. 1 /" 


n, 


< n", . 



1 



n 
n! 
n 



ff 



jf 







n, n, n , . 
1 . . 



= 1 



1 



m 

I 



= 



. m 
..Im" 

(ce qai n'est qu'un cas particulier des equations (3.)}. De ces equations on 
tire Sans difficulte la condition (9.) ; et par consequent A, B\ C deviennent 
A' — 0, B' — e, C' — e, si l'on ecrit A — 0,B — O,C—d, au lieu de A, 
By C; parceque les valeurs de F', G', H\ ne subissent aucun changement. 
Par la, on obtient sans peine Tequation (10.). 

Revenant a reqnation (13.), on peut prendre cette fonction pour le 
determinant forme par reliminalion Ae l, m, n, des equations 

(16.) Al^Um-{^Gn:Al^Bm^Gn:Gl^Fm'YCn = l:m:n = [Ö] 

(oü [d] indique que le rapport des termes dans le premier et le seeond membre 
de (16.) respectivement, est egal a Oy Par la r^solntion des equations (16.) 
on trouve aussi 

(17.) A/+Hiii-j-Gii:H/+Bw4-Fii:G/+Fm+Cfi = l:m:n = [V:Ö]. 

Au moyen de (14., 15. et 16.) on peut rdproduire (3.); comme cela devait 
ötre. L^eqnation (9.) indique que les axes prineipaux forment un Systeme ortho- 
gonal; et (14.) suffit pour determiner leurs directions si Ton y substitue 
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successivement pour d les trois racines de (13.)* On voit, de plus, par 
requation (8.), ou par celle (10.), qu'une surface du seeond ordre et son cöne 
reciproque, ont des axes priacipaux paralleles; et que dans la surface reeiproque 
la quantite (c'est a dire le carre des reeiproques des axes principaux) de- 
vient V : ö. Si V s'evanouit, on a tf = 0, c'est a dire^ une des radnes de (13.) 
est egal ä zero; et reciproquement; ce qui est la condition pour la distance 
infinie du centre de la surface. Si deux racines de Tequation (13.) sont egales^ 
on a pour l, m, n, et l', m', n\ la mäme valeur de 0; alors, retranchant 
Tun des systemes (16.) de Tautre, et Tun des (17.) de Tautre, on obtient 
saus peine 

(18.) F:G:H = F:G:H. 

Voila les condilions pour une surface de revolution. 

On peut aussi trouvera sans difficulte les conditions du parallelisme des 
axes principaux de deux surfaces donnees du seeond ordre. En effet, si 
§, 1], Z sont les coordonnees d^un point quelconque d'un axe principal, on tire 
de Tequation identique 



(19.) 










(20.) 



0, 



TexpressioQ suivante au moyeo des equations (16. et 17.): 

dont la forme developpee est 

(21.) {GH-G^)x^-\-{EF-m)f-\-{YG-FG)z 
-f- {G (C- fi) — fi!(C - B) - (HF— £rF)}y«^ 
-f {H ( J - C) - Ä(A - C) — (Fe - 1^)} «ar' 
-f {F(ß — ^) — F(B — A) — (Gfl— eH)}a:y* 
-{lA{C-B)-H{G-B) — (ßG — FQ)}fz 

— {?{A — C) — F{A.-G) — {GH-GE)}z^x 

— {G (Ä — ^) - e (B - A) - (HF— HF)} ar* y 
-I- {Cfi — Cß -f kC- ^C -f B J — BA\xyz 

ou, si Ton veut: 

(22.) Far'-i- 0>'' + B«' + • • • = 0; 



0, 
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et pais, en formant une pareille expression pour Tautre surface, od a 

(23.) px" -\- qf -{- r!^ -^ - • ■ = 0. 
Les conditioBs cherchees seronl alors trois quelconqaes da Systeme 

(24.) P:0:R •• = P'^-r . . . 
Ces condilons penvent aassi ötre obtenues en eliminant l, m, n, suc- 
cessivement des equations (16. et 17.). Cela donne, en designant les coef- 
ficients de requation de la seconde surface par a,b,c, f, g,h: 
(25.) t:m:n=HG — EG:GA^—GAr.Jin — AtU 

= jB,F — BjF: FE — FH: HBi—EB, 
= FC, — FCx : CxG - C,©: GF - GF 

= h^ — hg : gOi — g^i : tnh — «ih 
= hif — hj : fh — fh : h*, — Ab, 
= tci — fci'.cig — Cig: gf — gl 
L'identitd des denx systemes de condition pourra ötre demontree sans difGcalte. 

§. 2. 
Des plans cycliques et des lignes focales des cönes da second ordre. 

Dans le cas ou la sarface se redait ä un cöne , la condition sous laqnelle 
TexpressioD 

(1.) Aa?*+ ö(ar*-|-/-f-a') 

est §gal an produit de denx facteurs lineaires, sera 

(2.) Vi = 0. 

On obtient donc, non senlement l'eqnation (6. da §. 1.) avec la condition 

(3.) ä: = 0, 

mais anssi 

(4.) e{x'-\-f-{-e)-{Xx-\-fi,y-]-vz){}!x-\-fi'y-\-v'z) = 0, 

oti les valeurs de l, (a, v, V, fi', v', se trouveront ä Taide des eqnations 

'k—e = u:, B—e = fifi\ c— ö = »v 

'^ ■'' ^ v'X-{- • i-X'v = 2G 

fi'XJ^i'f4..\- . = 2H, 

on, ce qoi revient an möme, par celle-d: 

,C,/tt' — 2F/tti^+Bii^ = 

(6.) {Aiy»— 2GyA-f-CiA* = 

B»il«--2ffilAt-|-Aiji*' = 0. 
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Substituant pour Ai, Bi, Cx, . . . leurs valeurs exprimees en termes de 
^1, Bi^ Ci^ . . . ces equations peuveot ötre presentees soos la forme 

(7.) )b, {Cy + 2Givl. -f A,X^) — (Fiv -f Hilf = 
[CiiAil'' -\-2H,Xiii-{-Bifi') — {G^l-\-Fifiy = 0, 

et en substituant pour Ai, Bi, Ci, . . ., daos les premiers termes de ces 
equations, leurs valeurs exprimees en termes de Ai, Bi, Ci, ... on tronve, 
en vertu des equations (6.): 

(8.) )B,{Ev-Fi.f-{-{F,v-\-H,Xf = 
[Ci(Fl-Gfif-{- {Gil \-F^nf = 0. 

Mais, en vertu de (2.) on a 



(9.) B,C, = FU C,A, = Gl A,B, = W 



et par suite 



(10.) 



De lä on tire 



(^±S—Bi-\-G)fi-\-{+S—Ci — E)v = 
(+S—Q]-ü)v^(±8—A^ — F)1 = 
(±Ä-Ji-fF)A-i-(±«— ß,-G),tt= 0. 

l SAiX± 8B,fi ± SC,v = 
*- '^ \F8Aii.±GSBi,u±ESC,v = 0, 



ou, si Ton veut. 



(12.) 



G+H 



SB^fl _ SC^v 
H+F "" F+C 



II y a ä remarquer qn'en elimioant ä la fois X, (i, v des equations (10.), 
on trouve pour le determinant: 

+ Ä-Ä, + G, ±8—Ci-E 
(13.) ±S— Ji — F, . +5l_C,-|-H =0 

±Ä-A+F, ±8-Bi — G, 



c'est ä dire 



(14.) .^ + ^ + ^_i=0; 



ce qui n'est qu'une autre forme de (2.). 

De plus, de (16. §. 1), et de (5.), on tire 

X{IX' -\-mti: -\-m')-\- X'ilX-\-mti-\-nv) =t= 

(15.) {fji{lX'-\-mti'\-m')\-fi'{lX-\-in(i-\-w) = 

v{lX'-\-mn'-\-nii/)-\-i^{lX-\-mfi-\-ny) = 
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et par oonsdqaent 

(16.) /i+m/c-f fty as 0, /V+m/t'-f n»^ =2 0, 

e*est i dire: let normales aox plant cydiqnes sont paralleles anx plans prin-> 
cipanz dn edne. 
Si l*on fatt 

on peat a Taide des eqnalions 

(18.) 20x — uÜ— w'i : 2tfy — «/»' — «> : 2tf« — «y' — nV = f :»j : ^ 

passer an eöne reciproqne, dont les coordonndes sool |, m, (|. On tronvera 

(19.) (^»-l)(r-|-i?»-}-H+«'H2-^<'«^+»'' = 0, 
et par consiqnent 

^ ^^ ♦ (r + i?H r - »"x-^ - 1) = (»' - 1»^)'. 

Si alors on conpe le cöne par an qaeleonqne des plans 

(21.) »«1», »'«>' 
on aora 

^ ^^ KH^'+r-^" « ±(p'- r^;:(-^-l}», 

e*6St a dire: la rayon veclear do la coorbe d^inlersectlon , k parlir du point 
eil la oormale au plao v oa r' coupe ee plan, est one fonction ralionnelle des 
eoordoDiiees; la Jigne (l,u$,n) ou {V, m', m') est par consequent le liea 
fiomelriqae des foyers des courbes d'inlerseclion da cöue avec des plans 
paralleles anx plans (20.)* Les lignes focales d'un cöne sont les normales 
aox plans cyeliques du cöne reciproque. Le cosinns de Tangle quo forroent 
lea plans cyeliques (ou les lignes focales du c6ne reciproque) est egal a 

(23.) A-f B4.C-30, 

§.3. 

Demonslrationi de deox theoremes göometriques. 

Lea formules (16* et 17« $• 1») offrent une demonstration elegante du 
thtereme aaivanl: 

j^Les axes principanx d'un cöne circonscrit a un ellipsoide, dont le sommet 
j^est placee au point P, touchent les courbes d'Interseciion des irois sur* 
^faces confocales avec la surfaee donnee qui passe par le poinl P.^' 

CreUe*i l»amal f. d. M. U. XLIL Heft 2. 24 
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L'equation du cöne circonscrit a Tellipsolde, savoir 



ao 1^+^+1? = 1 



est 



C2) (l? + i^+7)(7+^+#-0-(7^+^+f)' = 0. 



oü a, ß, y sont les coordoniiees da cenlre de Tellipsolde, a {rartir da sofnmet 
du cöne. Ici on a 



2 



,3. , B =y» «'+«'«'-«"« 



'^•' 1^ 



et par cons^qaent, en sapprimant le factear l^^i^\&t^^\«^V'^—ii^V<?: 

A «= a»-fl', B = ^'-h\ C = y'-c», 
= /?y, . 6? = yo, H = a/9. 

Or chaque transformation orthogonale, qtii r^doit 

(5.) (ca? +/9y + y«)» — «»«*—*»/— c»«» = 
ä la forme 

L4:»+My»+N«' = 0, 
redait aussi 

• • • 

a 

Donc on peut substiluer une surface quelconque confocale a celle de Pellipsold*. 
Le tbeoreme dont il s^agit est une consequence immediate de cette propri6t6. 

Par les formules (6. $. 2.) peut £lre demonire le thioreme suivant 
de M. Jaeobi: 

^Si Ton circonscrit an cöne a une surface du second ordre, les lignes 

^focales du cöne sont des lignes generatrices d'une surface du second 

^ordre, confocale avec la surface donnee, qui passe par le sommet du cöne.'" 

En vertu des formules du Iheoreme precedent, les lignes focales du 

cöne, dont il s'agit, sont determinees par les equations, 

(1,) ((an— y/)* — (ii»—tf)ii* — (c^ — Ö)/^ = 
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in 



d'oü, en divisant par le prodait {if—$){b^ — tf)(i^ — 0), et prenant la somno 
de ees expressions, on tire 

ce qu! est l'equation d'an cöne circonscrit a la aarface 

c'eal a dire k nne aorface eonfoCale avec la sarface donnöe, et qui passe par 
le sommet du premier cöne. De plas, comme Torigine est silnie sur la droile 
{l, m, n)^ requation du plan tangent, qui passe par rorigine, est 

et par conseqaent , en verta de (3.) , la droite {l, m, n) satisfera a la fois 
a r^atlon de la snrface confocale et a celle de son plan tangent; c*est ä dire, 
effe est tane ligne giniratrlce de la snrface confocale; ce qnMl fallalt di- 
montrer. 

Ridoction de röqaation gdnörale au diffärenees partielles du second ordre aux 

coefBcients conslans. 

La methode dn (S*10 peut dtre appliquee % la riduclion de requation 
differentielle du second ordre aux coSfficien constants. En effet, en meltant 
requation sous la forme symbolique, 



(1.) 



A, H, 6, 

H, B, F, 
6, F, C, 
D„ Dy, D„ 






0, 



et en posant 
(2.) /*+»»' + »' 



w\ r-l-m"-fn" 



fi> 



n 



/'«-{.«"»^n 



m 



m 



m 



on oblient, par un changement lineaire des variables, une equation de la 
forme 



(3.) 



1 . . J'ffl' D{ + 2 (LI + MV + NV ) 

. 1 . B'a)'^D,-f2(Lm-filfin'-i-2VM»") 
. . 1 C'a>"'Di+2{Ln-{-Mn'-{-Nn") 

D{, D„ D;, K 



u 



0. 
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, en posant 



(4.) 
















Itf* SS 0'* : 


= Oi~ «= K:(J'a»+B'/5«f Cy»), 






[ 1 = AI' 


X, n^SBj, 


C = ÄC, 


on tronve 
















1 . . D. 


V 


= 0, 






(5.) 


. 1 . D, 
. . 1 D, 












D.,D„D., . 1 




oa, si Ton 


veat. 












(6.) 




»0. 



Celle mölhode est sujelle atuc mdmes en excepüonaax ffxi w prösen- 
tent dans le probleme göoroölriqoe. Les formales (24. §«1) seront aliles 
qaand il s^agit k rddoin on Systeme d^eqaations diffSrenliefles sfmoltan^es k la 
forme la plos simple. Les conditions aiucquelles on arriTeralt dans la iheorie 
de la larolere, oa de la propagatlon des vibralions dans one mUien erystallizde 
ou non-crystaII!z6e, analognes k Celles dans le (S-l)) n^ seraient pas sans interöt, 

LondreS) Fevrier 1850. 
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Über einen von Möbius gefundenen Beweis des 
Satzes vom Parallelogramm der &Afte, nebst 

einer Nachschrift. 

(Von Herro Professor J. F. Möbiu$ zu Leipzig.) 

(Aqi den ,3«nchteB &ber die Verhaadlonf en der kdnigL Sicheiichen Getelltcbtft der 1¥isseir- 

•chaften. 1850. L**) 



Abgesehen von den als nogenOgend anerkannten Beweisen dieses 
SaUea, welclie man auf die Znsamnienselzung der Bewegungen zu gründen 
bemflht gewesen ist, lassen sich die flbrigen Beweise in swei Classen tlieilen. 
Bringt man namlicli den Sats unter die Form der Aufgabe: «n zwei auf einen 
frei beweglichen Punet wirkenden KrAften eine dritte zn finden ^ welche, an 
demselben Puncto (wir wellen ihn D nennen) angebracht, dieselbe Wir- 
kung wie erstere zwei in Vereinigung erzeugt, so umfafst die eine Classe 
▼on Beweisen für die bekannte Lösung dieser Aufgabe alle diejenigen, bei 
denen alle noch in Betracht gezogenen HDlfskrafte denselben Punct D zum 
Angriffspuncte haben. Bei der andern Classe von Beweisen lafst man Hfllfs- 
kräfte auch noch auf andere mit dem Puncto D und unter sich in unabänder- 
lichen Enifernungen sich befindende Puncle wirken. 

Wenn nnn auch die ZuhOlfenahme noch anderer Angriffspuncte von 
KrAften der Schärfe des Beweises keinen Eintrag thun kann, da daa hierbei 
in Betracht kommende Princip von der Verlegung der Kräfte eben so evident 
wie jeder der übrigen Grundsätze der Statik ist, und auch im weitem Fort- 
gang dieser Wissenschaft nicht entbehrt werden kann: so pflegt man doch 
Beweise der ersten Classe denen der letztern vorzuziehen, indem jene, von D 
verschiedenen Angriffspuncte von der Natur der Sache nicht geboten zu sein 
scheinen» Von der andern Seite ist nicht zu verkennen, dafs die Beweise 
zweiter Classe durchschnittlich eine ungleich elementarere Haltung haben, als 
die Beweise von der ersten , bei denen man nicht selten ziemlich tief gehende 
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Betrachtangen ans der höbern Analysis zur Anwendung bringt. Man denke 
nur an die von französischen Malhemalikern , namentlich von ffAlemberf, 
Laplace, Poiseon nnd Ponteeoulant *') gegebenen, an sich trefflichen Be- 
weise des Salzes. Ich mafs aber offen bekennen, dafs fflr einen so elemen- 
taren Gegenstand, als um welchen ea sich hier handelt, ans der hohem Aitilysis 
entlehnte Kunstgriffe mir noch weit fremdartiger und damit anstattbafler, als 
jene zu Hfllfe genommenen Angriffspuncte zu sein scheinen. 

Unter so bewandten Umstanden hielt ich es fflr nicht ganz flberflflssig, 
einen von mir gefundenen Beweis fAr das Parallelogramm derKrAfle zu ver- 
öffentlichen, der weder fremdartige Hfllfspancte, noch der Elementarmathematik 
fremdartige Methoden in Anspruch nimmt, sondern unmittelbar auf die Natnr 
des Parallelogramms gegrfindet ist und sich von den meisten übrigen Beweisen 
des Satzes auch noch dadurch unterscheidet, dafs sich bei ihm die Gröfse und 
die Richtung der Diagonalkrafl nicht hinter einander, sondern gleichzeitig er- 
geben. Ich habe diesen Beweia bereits in meinem vor 13 Jahren heransr 
gegebenen Lehrbuche der Statik (1« Theil, S.132 u»folg.) mitgetheilL Indesaea 
läfst er sich, wie ich später bemerkt babe^ um .ein Betrichlliches einfach 
nnd Qbersicbtlieher gestalten, ahi es dort geschehen. Möge ihm daher. biesigeo 
Orts eine nochmalige Veröffenlliefanng^ und zwar -in der einfachsten Form^ 
deren er ffihig sein dürfte, gestattet s«in. 

Vorläufig erinnere ich nur noch, dafs inali sich alle im Folgenden in 
Betracht kommenden Linien nnd Pnnete in einer nnd derselben Ebene ent- 
halten vorzustellen hat 



1) Es seien Z)0 und AC (Fig. 1) zwei gleichgerichtete und gleich lange 
gerade Linien, und A\ B\ & die rechtwinkligen Projectionen der Puncto 
A, B, C auf eine durch D beliebig gezogene Gerade x. Alsdann haben 
auch die Abschnitte DB' uni AC dieser Geraden x, als die rechtwinkligen 
Projectionen von DB und AC auf x, einerlei (nicht entgegengesetzte) Rich- 
tungen und gleiche Länge, und es ist folglich 

DC'=.DA-\-AT'=^DA'+DB\ D- h.: 



"*) In dessen ThSoYie mahfiiqHe du eyeiime du tmwde^ Toroel. S. 4 «.folg. 
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Werden swei y%n dereelbeii Bcke D aosgeheade Seiten DA, DB and 
die von dendben Ecke aasgeliende Diagonale iDC eines Paralielögranims 
anf eine beliebig doreb D gelegte Gerade rechtwinklig projidrt, so ist im-* 
mer die Snmme der Projectionen der beiden Seiten der Projection der Dia* 
goneile gleich. 

Diese Relation gilt fibrigens stets ^ was anch die durch D gejsogene 
Gerade x gegen das ParaUelogramm ffir eine Lage haben mag, dafern nur 
Je zwei Abschnitte Ton x mit einerlei oder verschiedenen Zeichen genom- 
men werden! je nachdem ihre durch die Aufeinanderfolge der Bnchstaben aus- 
gedrückten Richtungen einerlei oder einander entgegengesetzt sind. Denn als- 
dann Ist immer, auch dem Zeichen nach: DB^^Ä'C, und DC^=^DA'\'A'Cf 
mag J' zwischen JD und C liegen, wie in der Figur, oder nicht. 

2) Nehmen wir nun noch an, dafs Jeder der beiden Winkel, welche die 
Diagonale mit den beiden Seiten macht, zu einem rechten Winkel in einem 
rationalen Verhältnisse stehe, und setzen wir hiernach die zwei Verhältnisse 

ADC. i8(f = aim, 
CDBiiSQP^bim, 

wo a, h und m ganze positive Z^en bedeuten. Man ziehe durch D m ge- 
rade Linien, welche gleiche 1/Vlnkel mit einandeir machea, so däfs umü herum 

2 Ol Winkel, teder «=-^, entstehen. Dabei falle HC in eine der m Linien* 

Alsdann werden uch DA und DB vn dergleichen fallen, nfimlichDJ in die 
«te auf der einen uniDB in die 6te auf der andern Seite von /)C liegende 
Linie. Man projicire endlich Jeden der drei Abschnitte Dil ^ DB, DC recht- 
winklig auf Jede der m Linien und betrachte alle diese Projectionen ihrer 
Richtung und Grölte nach als auf den Punct ^'wirkende Kräfte, so dafs in 
Jeder der m Linien drei Kräfte wirken, z. B. in der obigen x (wenn anders x 
eine dieser Linien ist) die drei durch DA', DBi, DC vorgestellten Kräfte. 
Da nun nach vorigem Satze DA' -{- DB' =^ DC ist, so werden immer von 
den drei in einer und derselben der m Linien enthaltenen Kräften diejenigen 
zwei, welche durch die Projectionen von DA und DB ausgedrückt werden, 
gleiche Wirkung mit der durch die Projection von Z>C ausgedr flehten Kraft 
haben. Es werden daher auch, wenn wir das System aller der Kräfte, 
wdche durch die Projectionen von DA auf die m Linien vorgestellt werden. 
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■ad woni DA lelbit mit gehört, dorch S{DA') besMckneo ud AbaUches ontcr 
iSr(ÜB') nod jS(I>C) verstehen: e< werden dann auch die 8T«t«me S^(/'^) 
und S(DB') in VereialgVDX gleichwirkend mit dem Systeme $(DC^ sein; 
oder kflrzer, wenn wir die gleichfalls in O anzubringenden Besaltanteii dieser 
drei Systeme beziehnogsweise a, ß, y nennen: es wird y die Resoltante vou 
a DDd ^ »ein. 

9) Wie bekannt, lAfst sich ans den ersten Principlen der Statik leieht 
darthoD, dafs, wenn von swel oder such mehrern anf einen Pnacl wirkenden 
Krfiflen eine jede, mit Beibehallnng ihrer Richlnng, ihre GrOfte in gleichem 
Verhältnisse £nd«-l, in demselben Verhflllnisse auch die Resallaote der Krlfle 
ihre Grarse ändert, wlhrend ihre Rfcblang onverfindert bleibt. 

Nan sind die drei Systeme 8{fiA')^ ^iOB'), 8(00^ als geome- 
trische Flgnren betrachlel, einander Ihnllch, indem Jedes derselben dadurch 
entsteht, dafs man anf eine der m Linien, welche sich in D nnler gleichen 
Winkeln schneiden, von D aus einen Abschnitt von gewisser Lfinge irflgt 
und hierauf denselben anr die m — 1 Qhrigen Linien rechtwinklig projicirl. Ans 
dem Systeme der Kräfte S(DA') wird folglich das System S{DB') hervor- 
gehen , wenn man, die Richlongen der KraDe des erstem Anfangs nnverlndert 
lassend, die Gr6&e ^er jeden in dem Veriiftltnisse DAiDB ändert und 
sodann das ganze System um D nm einen Winkel (= ABB) nach links 
(in der Figur) drehL Setzen wir daher noch, dafs die Resultante a dee 
Systems SiDA') ihrer Gröfse and Ricfalnng nach gegeben Ist, so werden 
wir damit, nach dem angezogenen Salze, die Grobe und die Richlnng der 
Resultante ß des Systems 8{DB^ erhalten, wenn wir die GrOfse von a in 
dem Verhältnisse DA: DB sich ändern und die Richtung von a vm D nm 
einen Winkel (jssADB) nach links sich drdien lassen. Anf gleiche Art wird 

die Gröfse von f gleich ttj ■<> sein, and die Richlnng von y wird dadurch ge- 
funden werden, dafs man den Winkel von y mit « gleich dem Winkel von 
DC mit DA nach der Linken von a hid macht. 

Oberhaupt also werden sich die GrOfseo der Kräfte u, ß, y wie die 
Längen DA, DB, DC verhallen, nnd die gegenseitige Lage der Richlongen 
der drei ersten wird dieselbe wie die der drei lelilera sein, so dafs, wenn 
die Krfifle a, ß, y, ihren Gröfsen und Richtungen nach, dnrch die Linien DA^, 




/& Möbiusj über da$ Parallelogramm der Kräfte. 183 

DB^, DC^ Yorgeslellt werden, die Figur DAfiß^ der* Figur DACB Ahn-* 
lieh nnd somit ebenfalls ein Parallelogramm ist, in welchem die Winkel der 
Diagonale DC^ mit den Seiten sn einem Rechten in rationalen Verhältnis- 
sen stehen« 

Nun war y die Resultante von a nnd ß, nnd wir schiiefsen daher: 
Soll zu zwei auf einen Punct D wirkenden und ihrer Gröfse nnd Richtung 
nach durch die Linien DA^ nnd DB^ vorgestellten Krfiften die Resultante 
gefunden werden, so vollende man den Winkel AßB^ zu einem Parallelo- 
gramm, nnd es wird die Diagonale DC^ desselben die gesuchte Resultante 
ihrer Gröfse und Richtung nach ansdrflcken, dafern die VerhAltnisse der Win- 
kel A^DC^ und C^DB^ zu einem rechten Winkel rational sind. Dieselbe 
Construction mufs aber auch bei irrationalen Winkel verhAltnissen gelten, dt 
durch genugsam gröfse Annahme der Zahl m rationale VerhAltnisse gefunden 
werden können, die den irrationalen so nahe, als man will, kommen. Der in 
diesem Falle durch die Deductio ad absurdum zu fahrende schArfere Beweis 
dürfte hier nicht am Orte sein. 



ZusAtze. a. Die Richtungen von a, ß, y bilden nicht blofs die- 
selben Winkel mit einander, wie die Richtungen von DA, DB, DC, sondern 
sind mit den letztern vollkommen identisch. Denn da die Projectionen von 
DA auf zwei der tu Linien, welche, auf verschiedenen Seiten von DA lie- 
gend, mit DA gleiche Winkel machen, offenbar einander gleich sind, so hat 
die Resultante dieser zwei Projectionen DA selbst zur Richtung; und da 
das System S{DA') ans DA und aus solchen Paaren von Projectionen zu- 
sammengesetzt ist, so ist die Richtung der Resultante a dieses Systems 
gleichfalls DA. Eben so zeigt sich, dafs DB und DC die Richtungen von 
ß nnd y sind. 

b. Da der Winkel DAA ein rechter ist, so ist A ein Punct des 
um DA, als Durchmesser, beschriebenen Kreises. Auf gleiche Art ist die 
Projection von B (C) auf eine willkürlich durch D gelegte Gerade der Durch- 
schnitt dieser Geraden mit einem Kreise, welcher DB {DC) zum Durchmesser 
bat. Beschreibt man daher um die Seilen DA, DB und die Diagonale Z)C 
eines Parallelogramms DACB, als um drei Durchmesser, Kreise, so ist immer, 

CreUe*t Joarnal f. d. »L Bd. XLIf. Heft 2. 35 
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wenn eine darch D igfelegte Gerade diese drei Kreise, resp. noch In A, B\ C^ 
schneidet, DC der Samme von DA und DB' gleich. Und nmgekehrt: 
Zieht man durch einen DarchschniKspunct D zweier sich schneidenden Kreise 
beliebig eine Gerade, welche die zwei Kreise noch In A und B' trifft, nnd be- 
stimmt in dieser Geraden einen vierten Punct O so, dafs DO=DA'\'DB\ 
so ist de^ geometrische Ort von C ein dritter durch D gehender Kreis von 
solcher Gröfse und Lage, dafs sein Durchmesser DC die Diagonale eines 
Parallelogramms ist, welches die Durchmesser DA und DB der beiden erstem 
Kreise zu anliegenden Seiten hat. 

Da hiernach von je drei, von D ausgehenden und in derselben Gera- 
den liegenden Sehnen der drei Kreise die Sehne des dritten stets aus den 
Sehnen der zwei erstem zusammengesetzt ist, so kann man den dritten Kreis 
zusammengesetzt aus den zwei erstem nennen. Und eben so, wie zwei, 
lassen sich auch drei und mehrere durch einen und denselben Punct D ge- 
bende Kreise zu einem neuen zusammensetzen. Dabei ist der von D aus- 
gehende Durchmesser des neuen Kreises, statisch ausgedrflckt, die Resultante 
der von D ausgehenden Durchmesser der gegebenen Kreise. 

Es werde nur noch bemerkt, dafs das von der Zusammensetzung von 
Kreisen Gesagte vollkommen auch auf die Zusammensetzung zweier oder 
mehrerer durch einen und denselben Punct gehenden Kugelflichen Anwendung 
findet. Vergl. mein Lehrburch der Statik, 1. Theil, S. 131. 



Nachschrift. 

Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist im Vorigen , und so 
auch in meinem Lehrbuche der Statik , nur fflr den Fall streng bewiesen wor- 
den, wenn die Winkel, welche die Resultante zweier Krfifte mit den letztem 
macht, rational, d. 1. mit einem Rechten commensurabel, sind. Sind sie irra- 
tional, so kann der obige Beweis etwa folgendergeslalt ergänzt werden. 

Es sei wiederum ADBC (Fig. 2) das Parallelogramm der Kräfte, und 
es werde fürs Erste angenommen, dafs zwar jeder der Winkel ADC und CDB 
einzeln irrational, aber Ihre Snmme ADB rational sei. Wfire dann nicht DC 
die Richtung der Resultante von DA und DB, sondern fiele diese Rich- 
tung, wie DE, in den Winkel ADC, schnitte sie also die BC in einem in 
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der VerlSngerong dieser Linie Ober C hinaus liegenden Pancte E, so be-^ 
stimme man, was immer geschehen Itann, in dieser Linie zwischen C und JS 
einen Pnnct F so, dafs der Winltel ADP, und mithin auch FDB, rational 
Ist. Eine durch F mit BD gezogene Parallele schneide DA in G, so ist 
nach dem Erwiesenen DF die Resultante von DB und DG, d. i. von DB, 
DA und AG, d. h. von einer nach DE gerichteten Kraft und einer nach DA 
gerichteten Kraft = AG. Dieses ist aber nicht möglich, weil die Richtung 
der Resultante zweier Kräfte stets innerJudb des von diesen gebildeten Win- 
kels liegt. Auf ähnliche Weise zeigt sich , dafs die Richtung der Resultante 
von DA und DB auch nicht innerhalb des Winkels CDB fallen kann. Mit- 
hin ist DC selbst ihre Richtnng. 

Setzen wir nun zweitens, dafs die Summe ^Z^B der Winkel ^Z)C und 
CDB irrational sei. Dafs dann, wenn die KrAfte DA and DB einander 
gleich sind und folglich das Parallelogramm ein Rhombus ist, die Diagonale 
DC desselben die Richtung der Resultante hat, bedarf hier keines Beweises. 
Sind aber die KrAfte ungleich, etwa DB (Fig. 3} die gröfsere, und sollte die 
in den Winkel ADC fallende DE die Richtung der Resultante sein, so be- 
schreibe man um A, als Millelpunct, mit AC, als Halbmesser, einen Kreis und 
bestimme, was immer möglich ist, in dem innerhalb des Winkels CDE fal- 
lenden Bogen dieses Kreises einen Punct G so, dafs der Winkel DAG, 
mithin auch , wenn man ihn zu einem Parallelogramm DAGF ergAnzt, der 
Winkel ADF rational ist. Von den Kräften DA und DF ist alsdann, nach 
dem Vorigen, DG die Richtung der Resultante. Mittels des schon gedach- 
ten Salzes , dafs die Resultante zweier KrAfte innerhalb des Winkels der KrAfte 
liegt, lAfst sich aber leicht zeigen, dafs, weil von den zwei, der Constrnction 
zufolge einander gleichen KrAften DB und DF die erstere mit der kleineren 
Kraft DA einen gröfseren Winkel als die letztere macht , mit derselben DA 
die Resultante von DB und DA einen gröfseren Winkel, und die Resultante 
DG von DF und DA einen kleineren Winkel bilden mufs. Mitbin kann DE 
nicht die Richtung der Resultante von DA und DB sein. Und da, wie sich 
durch Ahnliche Schlösse darthun lAfst, diese Richtung auch nicht innerhalb des 
Winkels CDB liegen kann, so mufs sie DC selbst sein. 

Nachdem somit bewiesen worden, dafs die Resultante stets die Rich- 
tnng der Diagonale hat, ergiebt sich nun ohne Weiteres und auf das 
Leichteste, dafs dieselbe Diagonale auch die Gröfse der Resullante in jedem 
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Falle darslellU In der Thal weide die Resultante ihrer Richtung nnd Gröfse 
nach dnrcb DO ausgedrfickt, wo C einen von D nach C hin liegenden 
Pnnct bezeichnet Man nehme in der Linie BC willkflrlich einen Pnnct H 
(Fig. 4)9 lege dnrch Ihn mit BD eine Parallele, welche DA in J schneide, 
nnd mache in DA den Abschnitt DK gleich und gleichgerichtet mit AJ: so 
ist nach dem Erwiesenen DH die Richtung der Resultante von DJ und DB, 
6. t Ton DK, DA nnd DB, d. h. von DK und DO. Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn O mit C zusammenfallt. Denn wäre C von C 
verschieden, nnd schnitte eine durch C mit DA gelegte Parallele die KU 
in H^j so wfirde, weil in Folge der Constrnclion KH mit DC parallel und 
daher DKH!0 ein Parallelogramm ist, nicht DH, sondern Dff die Richtung 
der Resultante von DK und DO sein. Hithin wird durch DC auch die 
GrOfse der Resultante von DA nnd DB ausgedrflckt. 

Leipzig, im October 1850. 
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19. 

Der allgemeine 8atz über die Erzeugung alier 
algebraischer Curven durch Bewegung 

gerader Linien. 

(Von Herrn Professor Dr. H. Grafsmann ^ Oberlehrer der Mathematik zu Stettin.) 



V or Ifingerer Zeit habe Seh in dem ersten Theilß meiner Ausdehnung- 
lehre (§. 145 — 148.) einen allgemeinen Satz mitgetheilt Oher die Erzeugung 
der Curven höherer Ordnungen, so wie der algebraischen Oberflfichen, durch 
Bewegung gerader Linien oder Ebenen; und in diesem Journale (Band 31. 
und 36.) habe ich besondere Anwendungen desselben, besonders auf Curven 
dritter Ordnung gegeben. Die Bearbeitung des zweiten Theils jenes Werks, 
den ich jetzt unter der Feder habe, hat mich wieder auf den Gegenstand 
zurQckgefahrl, und ich bin dabei zu einer Reihe neuer Resultate gelangt, von 
denen ich diejenigen, welche sich an die in den erwShnten Abhandlungen 
dargestellte Analyse anschliefsen , den Lesern dieses Journals in einer Reihe 
von Aufsfitzen mitzutbeilen beabsichtige. 

Der oben erwähnte Satz, dem ich hier eine wesentliohe Ergänzung 
hinzufügen will, findet sich im 31c Bande dieses Journals in folgender Form 
ausgesprochen : 

^ Wenn die Lage eines beweglichen Punctes x in der Ebene dadoroh 
beschränkt ist, dafs ein Punct und eine Gerade, welche durch Constmctionen 
vermittels des Lineals aus jenem Puncto x und einer Reihe fester Pnnete 
und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (d. h. der Punct in der 
Geraden liegen soll): so beschreibt der Punct x ein algebraisches Punct*Ge- 
bilde, und zwar ein Punctgebilde nten Grades (eine Curve nter Ordnung), 
wenn bei den Constmctionen der bewegliche Punct nmal angewandt ist.^ 

Den Beweis dieses Satzes, der eine Erweiterung des Pascalnchen Satzes 
aber das mystische Sechseck ist, habe ich in der Ausdehnungslehre aus den 
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Priiicipi(;n 4i^S6r Wissenschaft, und im 31. Bande dieses Journals aus der ge* 
wohnlichen Analyse hergeleitet, und habe diesem Beweise hier nichts hin- 
zuzufügen. Um jedoch den Satz einer allgemeinen Behandlung algebraischer 
Curven zu Grunde legen zu können, bedarf derselbe noch einer ErgSnznng; 
indem nämlich gezeigt werden mufs, dafs auch umgekehrt jede algebraische 
Curve auf die in dem Satze angegebene Weise erzeugt werden kann. Und 
Dies nachzuweisen ist der Hauplzweck des gegenwärtigen Aufsatzes. 

Ist fix,y) = die Gleichung einer algebraischen Curve, bezogen auf 
irgend ein Axenkreuz, also f{x, y) eine ganze rationale Function von x und yj 
so geht diese Function aus x, y und den Constanten durch Addition und Multipli- 
calion hervor. Es kommt also nur darauf an, die Addition und Multipiication zweier 
Zahlgröfsen durch lineale Construction darzustellen. Unter linealer Construclion 
verstehe ich nicht nur die Verbindung zweier endlich entfernter Puncto durch eine 
gerade Linie, sondern auch das Ziehen der Parallele, oder, anders ausgedruckt, die 
Verbindung eines endlich und eines unendlich entfernten Punctes durch eine 
Gerade; also überhaupt das Verbinden zweier Puncto durch eine Gerade. Um 
nun die Addition und Multipiication durch geometrische Constructionen darzu- 
stellen ^ kommt es darauf an, jede der zu verknöpfenden Zahlgröfsen durch 
geometrische Gröfsen zu ersetzen. Ich nehme zwei Coordinaten-Axen an, die 
sich in c durchschneiden, und auf jeder derselben ein bestimmtes StQck als 
Bfaafs; es sei dies ca auf der x Axe (Fig. 1.), und cb auf der y Axe; 
wobei es ganz gleichgOltig ist, ob diese beiden Maafse gleich lang sind, oder 
nicht. Durch das Maafs ca seien die Abscissen, durch das Maafs cb die Or- 
dinfiten gemessen, und die Quotienten dieser Messungen seien eben x und y. 
Der Endponct der Abscisse sei x'; von dem Endpnn<<te der Ordinate sei, um 
alle Gröfsen auf derselben Linie, der Abscissenaxe, zu haben, die Parallele 
mit ba gezogen, welche die Abscissen in y' schneide: dann ist 

X = , y ;:;= -^^. 

ca ^ -^ ca 

Auch ist klar, wie sowohl x^ als y^ aus dem die Curve construireriden Puncte, 
den wir p nennen wollen, durch lineale Constructionen erfolgen (Fig. 1.). 
Femer nehmen wir an, jdafs auch jede Constante in der Function f{x, y) 
durch einen Punct der Geraden ca in der Art dargestellt sei, dafs die Ent- 
fernung dieses Puncls von dem Anfangspunct c, gemessen durch das Maafs ca, 
jener Cpn^tanten gleich sei. Auf diese Weise sind dann alle in der Function 
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vorkommenden Gröfsen durch Pancte der Abscissenaxe dargestellt, und es kommt 
nur darauf an, auch die Summe und das Product zwei solcher Gröfsen auf 
gleiche Weise durch Puncto dieser Linie vermittels linearer Constructionen 
darzustellen. Es seien (Fig. 2.) zuerst f und g zwei solche Puncte und h 
der gesuchte, also im ersten Falle 

— 4--^ = — oder cf4-cg = cA. 
ca ^ ca ca # i j^ 

Die einfachste lineale Construction des Puncts A ist die, dafs man einen 
Punct ä aufserhalb der Geraden cf zu Hälfe nimmt, von f die Parallele 
mit cd, von d die mit cf zieht, und von dem Durchschnitt e dieser beiden 
Linien die Parallele mit dg zieht, welche die Gerade cf in dem gesuchten 
Puncte A schneidet. Für die Multiplication hat man 

— •— = — oder cf.cg = cA.ca. 

ea ca ca ' ^ 

Aus der Proportion ca:cf=cy:cA ergiebt sich dann die lineale Construction 
von A unmittelbar. Hieraus folgt also, dafs f{x, y) aus dem die Curve con- 
struirenden Puncte p und constanlen Punclen und Geraden sich lineal con- 
struiren lafst. Soll nun f{x, y) gleich Null sein, so mofs der zu f{x, y) 
gehörige Punct in c fallen, also die Gerade, deren Durchschnitt mit ca den 
zu f{x y) gehörigen Punct liefert, mufs durch c gehen: d. h. es findet die in 
dem Hauptsatze ausgesprochene Bedingung Statt, dafs ein Punct und eine Gerade, 
welche aus linealen Constructionen hervorgehen, zusammenliegen sollen; also 
ist die gegebene Curve durch die in dem Hauptsatz angegebene Constroction 
erzeogbar. Q. d. e. 

Um den Hauptsatz für die Anwendung bequemer zu machen, will ich 
den Begriff der offenen Figur und der Verkettung von geraden Linien ein* 
fflhren. Die offene Figur (S. dieses Journal Band 36.) besteht aus einer Reihe 
von Puncten und geraden Linien, in der Art, dafs auf jeden Punct eine durch 
ihn gehende Gerade , und auf jede Gerade ein in ihr liegender Punct folgt, bis 
endlich die Reihe entweder mit einem Pancte, oder mit einer Geraden sehliefst; 
wie sie denn auch entweder mit einem Pancte oder mit einer Geraden beginnt. 
Ponct und Gerade nenne ich zusammen Elemente; das Element, mit welchem 
Jena Reibe beginnt, oder schliefst, nenne ich Anfangs -- oder End- Element, 
beide zusammen Gränz- Elemente; alle Puncte oder Geraden jener Reihe, die 

26» 



190 ^9. Graf$mann, über die Erzeugung algebraischer Curven. 

nicht Gränz-EIemente sind, nenne icli Ecken oder Seiten der offenen Fignr. 
Wenn man nun (Fig. 3.) ein Element x zum Anfangs -Element melirerer 
offenen Figuren macht, dann unter den so gewonnenen offenen Figuren zwei 
beliebige so zusammenschliefsl, dafs sie ein gemeinschaflliches End- Element 
erhalten, welches zugleich Anfangs -Element einer neuen offenen Figur wird, 
und beliebig fortfährt, die jedesmal noch übrigen offenen Figuren auf die an- 
gegebene Weise paarweise zusammenzuschliefsen, so will ich die so hervor- 
gehende Figur eine Verkettung gerader Linien nennen ; das Element x soll 
das Anfangs-Element dieser Verkettung, die sammtlichen übrigen Grfinz-Ele- 
mente der offenen Figuren sollen die Jübergangs^EletnetUe der Verkettung hei- 
fsen, während ich die Ecken und Seiten der offenen Figuren zugleich als Ecken 
und Seiten der Verkettung setze. Wenn insbesondere zuletzt nur Eine offene 
Figur übrig bleibt, deren End-Element mit dem Anfangs-Element x der Ver- 
kettung zusammenfällt, so nenne ich die Verkettung eine geschlossene; und 
zwar vom nten Grade, wenn von dem Anfangs-Element {x) n offene Figuren 
ausgehen (die letzte mit eingerechnet, welche x zum Elemente hat). Dann 
lautet der Satz wie folgt: 

^Wenn sich eine Verkettung nten Grades lineal, d. h. so bewegt, dafs 
alle Seiten durch feste Puncto gehen und alle Ecken in festen Geraden blei- 
ben, so beschreibt das Anfangs -Element der Verkettung ein Gebilde nten 
Grades.'' 

Wendet man diesen Satz z. B. auf die Curven zweiter, dritter und 
vierter Ordnung an, so erhält man folgende abgeleiteten Sätze: 

1. Wenn in einer geschlossenen Figur alle Ecken und Seiten, mit 
Ausnahme einer Ecke, sich lineal bewegen (d. h. die Ecken in festen Geraden, 
die Seiten um feste Puncto), so beschreibt diese letzte Ecke einen Kegelschnitt. 

2. Wenn drei offene Figuren^ mit gemeinschaftlichen Gränz-Elementen, 
sich lineal bewegen (d. h. so, dafs die Ecken in festen Geraden bleiben, die 
Seiten durch feste Puncto gehen), so beschreibt jedes der Gränz-EIemente 
ein Gebilde dritten Grades (S. dieses Journal Band 36.). 

3. Wenn fünf offene Figuren lieh lineal bewegen, von denen vier 
alle dasselbe Anfangs-Element (x) und paarweise dieselben End-EIemente (y, z) 
haben, während die Gränz-EIemente der fünften mit diesen End-Elementen 
(y, z) zusammenfallen, so beschreibt das Anfangs -Element (or) ein Gebilde 
vierten Gradee (S. Fig. 3.). 
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Ich füge hier noch zwei Bemerkungen hinzu, welche zur Erifinternng 
und richtigen Anwendung des Hauptsat^s dienen werden. Zuerst ist es klar, dafs 
von den offenen Figuren einige zusammenfallen können, und zwar in der Art, 
daljs sie auch gleiche GrSnz-EIemente haben. Dies Zusammenfallen wird sich 
dann in der Verkettung selbst nur dadurch zu erkennen geben, dafs ein fol- 
gendes Übergangs -Element mehr als drei Gränz- Elemente in sich vereinigt. 
Der Grad der Verkettung, und also auch des erzeugten Gebildes, wird sich 
auch in diesem Falle leicht angeben lassen. Es werde z. B. in (Fig. 3.) der Weg 
gesucht, den ß beschreibt, also (f als Anfangspunct der Verkettung gesetzt. 
Alsdann gehen von dem Übergangs -Element x, aufser den beiden offenen 
Figuren, die von y direct nach x gehen, noch zwei offene Figuren aus: 
mithin müssen jene ersteren beiden doppelt gerechnet werden, und es ist 
die Verkettung vom fünften Grade; y beschreibt also eine Curve fOnften 
Grades, und Dasselbe gilt von z. Es würde sich leicht nachweisen lassen, 
dafs in solchen Fällen jedesmal Curven mit Doppelpuncten erzeugt werden 
(Vergl. darfiber die Abhandlung in dem 31. Bande Seite 20). Doch möge 
dieser Nachweis dem Leser überlassen bleiben. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf die Übergangsfälle, in welchen 
der Grad des Gebildes scheinbar niedriger wird. Dies kann auf zwei- 
fache Art geschehen, indem entweder die ganze Function nten Grades f{x, y\ 
welche, gleich Null gesetzt, die Curve bestimmt, in Factoren sich zerfallen 
läfst, von denen zwei oder mehrere einander gleich sind: oder wenn Coef- 
ficienten Null werden und dadurch die Glieder höherer Grade wegfallen; 
ja es könnten alle Coefficienten Null und dadurch die Curve ganz un- 
bestimmt werden. In allen diesen Fällen wird man jedoch durch Variation 
der Constanten sogleich die Curve nter Ordnung wieder in Evidenz bringen 
können; und insofern wir also jene besondern Fälle nur als Ubergangs- 
fälle betrachten, in denen die allgemeinen Constanten gewisse besondere 
Werthe annehmen, werden wir auch diese Übergangsgebilde als Gebilde 
nten Grades setzen müssen. Nur unter dieser Voraussetzung hat der auf- 
gestellte Satz seine vollkommen allgemeine Bedeutung; wie denn auch alle 
allgemeinen Sätze über algebraische Curven nur unter dieser Voraussetzung 
gelten. Schliefst man das unbestimmte Gebilde nten Grades aus und 
nimmt an, dafs die sämmtlichen Coefficienten der Glieder der m höchsten 
Grade verschwinden, so bleibt die Curve vom (it — f/))ten Grade; und um 
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sie als Curve />ten Grades aufzufassen, hat man m gerade Linien, welche 
ins Unendliche fallen, mit der Curve (it — f/t)ler Ordnung zusammenzu- 
fassen. Obgleich das so eben Gesagte hinlänglich bekannt ist, so glaubte 
ich es doch hier noch einmal in Erinnerung bringen zu müssen, da die Art, 
vfie vfiv aus einer Gleichung nten Grades die lineale Erzeugung der be- 
treffenden Curve ableiteten, stets, wenn die Gleichung mehr als ein variables 
Glied enthält, auf ein Gebilde ron höherem als dem nten Grade hinfahrt, 
welches sich aber in ein Gebilde nten Grades und in eine Reihe von geraden 
Linien die ins Unendliche {allen, zerfallen Ififsl. Ich denke, auf diese beson- 
deren Verhaltnisse in einer späteren Abhandlnng zurflckzukommen. 

Stettin, im Juli 1851. 
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20. 

Die höhere ProjeetivitAt und PerspectivitAt in der 
Ebene; dargestellt durch geometrische Analyse. 

(Von Herrn Prot Dr. //. Grafsmann, Oberlehrer der Mathematik zu Stettin.) 



JLPie fruchtbaren Beziehungen der PerspectivitSt und Projecllvitat, wi? 
sie von Sfeiner zuerst mit so viel Glfick bearbeitet sind, und die entsprechenden 
Beziehungen für Curven höherer Grade ergeben sich aus der geometrischen 
Analyse, wie ich sie besonders im dllen Bande dieses Journals entwickelt 
habe, so unmittelbar und leicht, dafs man nur nöthig hat, die fortschreitende 
Bildung eines geometrischen Productes mit einem variablen Puncto oder Strahl 
mit Aufmerksamkeit zu verfolgen, um jene Beziehungen in ihrer ganzen Ein- 
fachheit und Anschaulichkeit vor Augen zu haben. Der Übersicht wegen 
werde ich den Algorithmus, wie ich ihn in der angefahrten Abhandlung dftr- 
gestellt habe und ihn hier anwenden will, ins Gedächtnifs zurOckrufen. Ich 
verstehe nämlich (abgesehen von den in.. meiner Ausdehnungslehre zugleich 
mit dargestellten metrischen Werthen der räumlichen Gröfsen) unter, ü 6 die 
Verbindungilinie der beiden Puncto a und b, upter AB ijen Durchschnitts- 
punct der beiden Geraden A und ^^ und setze üb oder AB Null, wenn a 
und b oder A und i? zusammenfallen. Endlich soll die Gleichung ^1^ = 
ausdrücken, dafs der Punct b in der Geraden A liegt. Überall werde ich 
die Puncto mit kleinen, die Linien mit ^rofßon Buchstaben bezeichnen und 
festsetzen, dafs, wenn In einem solchen Apsdfueke keine Klammern stehen, 
die Verknüpfung von der trinken zur Rechten fortschreiten soll. Also wird 
z. B. unter abc der Durchschnitt der beiden geraden ab und c zu verstehen 
sein. Ich werde solche Ausdrücke planimetri^che Producte nennen ^). Zu- 
gleich erinnere ich an das in der erwähnten Abhandlung mitgetheiUe Resultat, 
dafs, wenn in der Gleichung Ab=^OA und b plflninefriiebe Producte von Pnneten 
und Linien pjnd ond in diesen beiden Produi^len der veränderliche Punct x 
zusammen nmfil 9ls Paptor vorkommt, daraus pwl§€hen den Coordinaten von x 



*) !fach der in meiner ^Ausdebnnnflrslelire*' ($« id7, 128) gegebenen Nom^nclatur 
würde ;ch sie ^auf die Ebene bezügliche Produqt§ *' nennen mfigsen ; womit der iii^r ge- 
wählte Ausdruck gleichbedeutend ist. 
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eine Gleichung nten Grades entspringt, also x eine Cnrve nter Ordnung be-^ 
schreibt. Diesen Salz, der eine Erweiterung des bekannten Paecalschen 
Satzes ist, habe ich in meiner letzten Abhandlung (S. 187 dieses Bandes) in 
der Art ergfinzt, dafs auch umgekehrt jede algebraische Curve sich in der 
so eben angegebenen Weise, d. h. hier durch eine Gleichung darstellen läfst, 
deren eine Seite Null und deren andere ein planimetrisches Product ist, wel^ 
ches den veränderlichen, die Curve beschreibenden Punct x als Factor enthält. 
Noch will ich der Bequemlichkeit wegen folgende Bezeichnungen mir 
erlauben, die auch schon sonst in analoger Weise flblich sind. Nfimlich, wenn 
zwei Puncto a und b oder zwei Gerade A und B zusammenfallen, so will 
ich Dies durch 

a = *, A = B 

ausdrflcken; welche Formeln also identisch sind mit den Gleichungen 

ab = 0, AB = 0. 

Ferner soll durch Ab.e, wenn der Punct b nicht in der Geraden A liegt, 
gleichfalls der Punct c dorgestellt werden, so dafs also 

Ab.c ^ c, wenn AB ungleich Null ist. 

Um den Algorithmus flflssiger zu machen, werde ich die einfachsten 
Umgestaltungsformeln ableiten. Unmittelbar leuchtet ein, dafs 

(1.) ab = ba, AB = BA 
ist. Ferner, wenn in dem Product abC, welches den Durchschnitt der beiden 
Geraden ab und C darstellt, der Punct b in der Geraden C liegt, so wird 
abC^b sein, wenn nicht etwa auch a in C liegt; in diesem letzleren Falle 
ist aber offenbar abC = 0. Beides Iflfst sich zusammenfassen in die Gleichung 

(2.) abC = aC.b, 
welche stets gilt, wenn & in C liegt, d. h. 6C=0 ist. Eben so ist, reciprok, 

(3.) ABe = Ac.B, 
wenn c in B liegt. Da ich von dieser Umgestaltung hSofig Gebrauch machen 
werde , so will ich dieselbe in Worten ausdrflcken : 

^Wenn von den fortschreitenden Factoren eines planimetrischen Pro- 
ductes zwei aufeinanderfolgende einen Punct und eine Linie darstellen, und 
der Punct in der Linie liegt, so kann man die beiden Factoren vertauschen."" 
Ich will dabei noch gelegentlich bemerken, dafs diese Beziehung auch 
dann noch gilt, wenn man die metrischen Werthe berflcksichtigt, so dafs man 
in diese letzten Formeln auch statt des Zeichens ^ das Gleichheitszeichen hAtte 
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einfahren können. Hingegen ist ab^= — ba und AB = — BA; so dafs sich 
in den Formeln (1.) nicht das Gleichheitszeichen sabstiluiren läfst. 
Endlich ist unmittelbar klar, dafs die Gleichung 

(4.) abc = oder ABC = 

ausdrOckt. dafs die drei Puncto a, b, c in einer Geraden liegen , oder dafs 
die drei Geraden A, B, C durch einen und denselben Punct gehen, und dafs 
man also in diesen Gleichungen die drei Facloren beliebig vertauschen und 
zusammenfassen kann. Hat man daher eine Gleichung von der Form 

(5.) abCdEfy = 0, 

und überhaupt eine Gleichung^ deren eine Seite Null und deren andere Seite 
ein planimetrisches Product ist, dessen beide ersten und dessen beide letzten 
Factoren von gleicher Art (beides Puncto oder beides Linien) sind, während 
sonst fiberall Puncto und Linien wechseln, so bleibt auch das umgekehrte Pro- 
duct Null, also hier 

(6.) fffEdCba = 0, 

Dies ergiebt sich sogleich durch wiederholte Verlauschung und Zusammen* 
fassung der Factoren in der Formel ^^4.). Denn abCdE stellt einen Punct 
vor: also kann man statt (5.) 

= gf{abCdE) 

schreiben. Aber gf und ubCd stellen gerade Linien vor: also kann man statt 
dessen schreiben: 

=-- gf{jACd)E = gfEißbCd)^ 

und hierin wieder, da gfE und abC Puncto sind, 

'^ gfEd{abC)^ 

mithin, da gfEd und ab Linien sind, 

= gfEdC{ab) = gfEdCba. 

Dasselbe gilt dann auch allgemein für alle Gleichungsformen von der oben 
bezeichneten Art. 

Nach diesen Vorbemerkungen schreite ich zur Betrachtung eines Pro- 
ducts mit einem verfind erlichen Puncto x. Betrachten wir zuerst das Product 

xaBcDeF . . . , 

wo auf X abwechselnd Puncto und Linien folgen, so stellt xa einen Strahlen- 
büschel mit dem Mittelpunct a vor, xaB die damit perspectivische Gerade B, 
indem nfimlich dem Strahle xa jenes Büschels der Punct xaB in dieser 6e- 
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raden entspricht; eben so stellt xaBe einen StrahlenbQschel mit dem Mittelpnnct ü 
vor, welcher zu dem Strahlenbfischel nm a perspectivisch ist, und zwar so, dafii 
die Gerade B ihr perspectivischer Durchschnitt ist. Ferner stellt xuBcD eine 
Gerade D vor, die mit dem Strahlenbflschel c nnd der Geraden B perspecti- 
visch, also mit dem Strahlenbfischel a projectivisch ist, und so fort; sodafsje 
zwei aneinander grfinzende, oder nur durch ein Mittelglied getrennte Gebilde zu 
einander perspectivisch, je zwei durch mehr als ein Mittelglied getrennte Ge- 
bilde zu einander projectivisch sind. Es würde sich aus den aufgestellten Prin- 
cipien leicht das bekannte Resultat ableiten lassen, dafs sich hierbei jede un- 
gerade Anzahl von Mittelgliedern auf 3, jede gerade Anzahl auf 2, oder, wenn 
imaginfire Mittelglieder ausgeschlossen sind, auf 4 Mittelglieder zurfickfOhren 
läfst; was wir jedoch hier übergehen, um zu den wichtigeren Ergebnissen 
fortzuschreiten. 

Man betrachte jetzt den Durchschnitt zweier projectivischer Strahlen-f^ 
büschel (d. h. die Gesammtheit der Durchschnittspuncle ihrer entsprechenden 
Strahlen), etwa der Strahlenbüschel xa und xaBcDe, und x sei der variable 
Durchschniltspunct der entsprechenden Strahlen: so heifst das, der Strahl xaBcDe 
solle durch x gehen; man erhfilt also die Gleichung 

xaBcDex = 0, 
folglich eine Gleichung zweiten Grades: d. h. der Durchschnitt zweier pro- 
jectivischer Strahlenbfischel ist ein Kegelschnitt. Sind die beiden Strahlen- 
büschel perspectivisch, so zerffiUt der Kegelschnitt in zwei gerade Linien, deren 
eine der perspectivische Durchschnitt beider Strahlenbüschel, der andere die 
Verbindungslinie der Mittelpuncte ist. 

Alles dies sind bekannte Resultate, deren Ableitung aus dem ange- 
gebenen Algorithmus ich hier nur ausgeführt habe, um den Weg zur höheren 
Perspectivitat zu bahnen. Diese ergiebt sich bei der Verfolgung des einge- 
schlagenen Weges von selbst, wenn man den variablen Punct x wiederholt 
in das Product einführt. 

Man betrachte das Product 

(7.) xaBcDxB^. 
Es wird dadurch, wenn das Product nicht Null ist, ein bestimmter Punct inJBi 
dargestellt, welcher dem Puncto x entspricht. Fragen wir zuerst, welchen 
Punct en x ein- und derselbe Puncto in 0| entspricht, so haben wir, da dann 
der Strahl xaBcDx durch y gehen mufs, die Gleichung 

(8.) xaBcDxff = 0, 
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also die Gieichung eines Kegelschnitts. Allen Pnncten dieses Kegelschnitts 
entspricht in Bi derselbe Punct ß; wir können daher sagen, diesem Kegel- 
schnitte selbst entspreche der Pnnct ß. Wird y als der Dnrchschnilt von Bi 
and einer Geraden G gesetzt, so erhalt man die Gleichung in der Form 

(9) xaBcDxBfi = 0. 
In dieser Form zeigt die Gleichung unmittelbar, dafs aHe Kegelschnitte, 
welche den verschiedenen Puncten g entsprechen, diejenigen Puncto gemein 
haben, welche das Product xaBcDxBi Null machen. Welche Puncto sind 
dies? Um bei der Beantwortung dieser und ähnlicher Fragen nicht durch 
Nebenfragen gestört zu werden, wollen wir zuerst einen Fall behandeln, den 
wir dann bei der ganzen folgenden Betrachtung ausschliefsen werden ; nfin^ich 
den, dafs zwei auf einander folgende constante Factoren zusammenfallen (der 
Punct in die Linie). Fallt z. B. r in D, so lassen sich nach Formel (2.) 
diese beiden Factoren vertauschen und man erhalt xaBcD^xaBD.c. Nun 
ist die Gleichung xaBD=iO^ da sie ausdrOckt, dafs der Punct xaB in der 
Geraden D liegt, die Gleichung einer geraden Linie, und damit zerfallt dann der 
Kegelschnitt (8.) in zwei gerade Linien, von denen die eine, nämlich die 
durch die Gleichung xaBD = vorgestellte, allen jenen Kegelschnitten gemein 
ist, wahrend die andere, die durch die Gleichung cxg = dargestellt wird, um 
den Punct c rotirt. Sieht man daher von jener unveränderlichen Linie ab, so 
haben wir wieder den früheren Fall eines Strahlenbfischels (um c) und 'einer 
damit perspecUviscben Geraden Bi. Dasselbe Zerfallen in niedere Gebilde 
wird offenbar überall eintreten, wo ein constanter Punct in eine constante 
Gerade fallt, die ihm als Factor folgt, oder vorangeht. Ich werde daher diesen 
Fall ein- fQr allemal von der Betrachtung ausschliefsen. Kehrt man nun zu 
der Frage zurQck, welche Puncto x das Product xaBcDxBg Null machen, 
so geschiebt dies erstens durch den Punct x ^a. Zweitens, wenn x nicht in 
a fallt, kann auch xaB nicht Null sein; denn dann mOfste die Gerade xa 
in B fallen, also auch der Punct a in B; was wir ausgeschlossen haben. 
Aus demselben Grunde kann also auch xaBc und xaBcD nicht Null werden. 
Der nächste mögliche Fall ist demnach, dafs der Punct xaBcD mit x zusammen- 
fallt. Dann mufs x sowohl in der Geraden D, als in der Geraden xaBc 
Degen. Letzteres giebt die Gleichung xaBcx = 0^ d.h. die Gleichung eines 
Kegelschnitts , der in die Geraden B und ac zerfallt. Die Durchschnitte dieser 
beiden Geraden mit der Geraden D geben also zwei Puncto, und zwar die 
beiden einzigen, fflr welche der Punct xaBcD mit x zusammenfallt. Drittens, 

27» 
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wenn auch xaBcDx nicht verschwindet, stellt es einen dnrch x gehenden 
Strahl vor. Soll also dann xaBcDxBi Null sein, so mufs dieser Strahl mit 
Bi zusammen-, also sowohl der Pünct x, als der Punct xaBcD, in Bi fallen. 
Letzteres giebt xaBcDB^ = 0^ oder durch Umkehrung, BiDcBax =^ 0\ 
d. h. X liegt in der Geraden BiDcBa, aber auch in 0i, also im Durchschnitt 
beider, d. h. es ist 

X = B^DcBaBr, 

also machen folgende vier Puncto, aber auch keine andern, statt x gesetzt, 
das Product xaBcDxB^ gleich Null, nSnrlich 

a, BD, acD, B.DcBaB,, 
die, wir nach der Reihe mit 

a, h, d, e 
bezeichnen wollen (Fig. 4.). Die Kegelschnitte (8.) oder (9.) schlingen 
sich also alle um diese vier festen Puncto a, b, d, e. Man erhalt demnach 
eine Schaar von Kegelschnitten, welche alle die vier festen Puncto a, b, d, e 
gemein haben, und deren jedem in B^ ein Punct, nfimlich derjenige Punct 
entspricht, in welchem dieser Kegelschnitt die Gerade B^ anfser dem Puncto e 
zum zweitenmal schneidet. Wir können jene Schaar einen Curvenbünchel 
zweiter Ordnung nennen, a, b, d, e die Mitlelpuncte dieses Büschels. Von 
der Geraden B^^ welche durch einen dieser Mittelpuncte (^) geht und deren 
Puncto den durch diese gehenden Kegelschnitten jenes BOschels entsprechen, 
Ififst sich sagen, dafs sie mit jenem Curvenbüschel perspecfivisch sei. 
Betrachten wir jetzt weiter (Fig. 5.) das Product 

xaBcDxBiCiDieiPi . . « ., 
so zeigt sich der Strahlenbflschel um Ci mit der Geraden B^ perspectivisch , und 
man kann in diesem Falle, nach dem Princip der j9/^i;i^rschen Benennung, auch 
diesen Strahlenbflschel mit dem Curvenbflschel perspectivisch nennen. Nach dem- 
selben Princip werden wir die Gerade J9i, den Strahlbflschel «i, die Gerade 
Fl u. s. w. mit jenem Curvenbflschel projeclivisch nennen können. Betrachten 
wir den Durchschnitt jenes Curvenbflschels mit einem der damit projecti vischen 
Strahlenbflschel, etwa mit xaBcDxBiCiDiei^ d. h. also die Gesammtheit der 
Durchschnittspnncte der Strahlen dieses Bflschels mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten jenes Curvenbflschels, und ist x dieser variable Durchschnitt, so 

heifsl das: der Strahl xaB e^ soll durch x gehen und wir erhalten die 

Gleichung 

xüBcDxBiCiDieiX = 0. 
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also eine Gleichang dritten Grades: d. h. der Durchschnitt eines Büschels 
erster und zumfer Ordnung ist eine Curve dritter Ordnung. 

Ehe ich zur allgemeinen Betrachtung Obergehe, will ich den einge- 
schlagenen Weg noch einen Schritt weiter verfolgen und betrachte zn dem 
Ende das Prodnct 

xaBcDxBi Ci D, xBz . 
Jedem Puncto x, der dieses Product nicht Null macht, entspricht in 02 oin be- 
stimmter Punct. Es werde in B2 der Punct g^EiB^G betrachtet, und man 
snche die Puncto x, welchen derselbe entspricht, d. h. für welchen der Strahl 
xa . . . DiX durch g geht, so hat mau 

ro ^ ixuBcDxBiCiDixg = oder 

^ ^'^ \xaBcDxB^c,D,xBfi = 0; 
mithin ist der Ort von x eine Curve dritter Ordnung. Allen Puncten dieser 
Curve entspricht in Bf derselbe Punct g, also jener Curve dieser Punct. 
Die Frage, welche Puncto alle diese Curven dritter Ordnung gemein haben, 
ist identisch mit der Frage, welche Puncto, statt x gesetzt, das Product 
xaBcDxBiCiDixBz Null machen. Dies sind aber erstens die vier Puncte, 
welche xaBcDxB^ Null machen. Ist zweitens dieser Theil des Products 
nicht Null, so ist auch das Product bis D^ hin ungleich Null und stellt einen 
bestimmten Punct in D^ vor. Soll dieser mit x multiplicirt Null geben, d. b. mit 
X zusammenfallen, so mufs x in Z)| liegen, und zugleich in dem Strafale 
xaBcDxBiCi. Letzteres giebt die Gleichung 

(10.) xaBcDxB^CiX — 0. 
Da hier xaBcDx, B^ und Cior Linien vorstellen, so können wir die Ordnung 
nach den Bemerkungen zu Formel (4.) verändern und dafür 

xaBcDx{CiX)B^ = 
schreiben, und da hier x in c^x liegt, so ist auch nach Formel (2.) 

xaBcD{CiX).xBi = 0; 
d. h. es zerffillt die Curve (10.) in den Kegelschnitt 

(11.) xaBcDc^x = 
und in die Gerade B^. So wird das Product xa . . . . D^x durch den 
Durchschnitt BiDi und durch die beiden Durchschnitte des Kegelschnitts (11.) 
und der Geraden Di auf Null gebracht. Zu diesem Resultate gelangt man 
übrigens auch leicht durch die blofse Betrachtung der Figur. Ist endlich dies 

Product xa DiX ungleich Null, so stellt es einen durch x gehenden Strahl 

vor; soll dann xa D^xBi Null werden, so mufs dieser Werth mit B^ 
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sasammen-, also sowohl x in B2 fällen, als auch der Pnnct xa*...Di. Lels- 
tdres gieht die Gleichung 

xoBcDxBiC^D^Bi — ö, 
also einen Kegelschnitt, dessen Darchschnitte mit ^^2 die letzten beiden Punde 
sind, welche xa....DixB2 Null machen. Setzen wir hier den Pnnet 
BtDiCiBi^ei^ so wird die Gleichung 

xaBcDxcy = 0. 
Fasset man diese Resultate zusammen, so machen folgende neun Puncte. aber 
anch keine andern, statt x gesetzt, das Product xaBcDxB^CiDixB^ Null: 

^ nn ^^n » n^n^n » n S^^^cDc^x = LxaBcDe,x=^Ö 
a, BD, acD, B.DcBaB,, B,D,, j o^^^o\ B,x=Oi 

Puncte welche wir nach der Reihe durch 

a, h, d, e, f, g und h, % und k 

bezeichnen wollen. Die Curven dritter Ordnung (9.) haben also diese neun 
festen Puncto a... .k gemein. Man erhfilt demnach eine Schaar von Curven 

• 

dritter Ordnung, welche sich um jene neun festen Puncte schlingen und deren 
jeder in B^ ein Punct, nämlich derjenige Punct entspricht, in welchem die 
Curve die Gerade anfser den Puncten t und k zum driltenmale schneidet 
Wir werden daher jene Curvenschaar einen CurvenbüscAel dritter Ordnung, 
die neun Puncte a .... k die Mittelpuncte dieses Baschels nennen, und den 
Bflschel mit der durch zwei der Mittelpuncte t und k gehenden Geraden 
perspectivisch setzen können. Von hier aus gelangt man, genau wie vorher, 
zur Projectivitflt eines Gebildes dritter und erster Ordnung, und zu dem Durch- 
schnitt eines Bfischels dritter und erster Ordnung, welcher eine Curve vierter 
Ordnung liefert. 

Um nun das eingeschlagene Verfahren auf beliebige planimetrische 
Producte anzuwenden, die das variable Element x enthalten, nehme ich an, 
es sei X irgend ein Product, welches eine verfinderliche, von x abhängige 
Gerade darstellt, und A sei eine feste Gerade. Dann drflckt XA, wenn es 
nicht etwa Null ist, den Durchschnitt der Geraden X und A aus. Jedem 
Puncte X, der nicht XA Null macht, entspricht eine bestimmte Gerade X und 
ein besimmter Punct in A. Welchen Puncten x entspricht derselbe Punct in 
A, z. B. welchen der Punct AG, den wir g nennen wollen? Denjenigen 
Puncten offenbar , f flr welche X durch g geht , d« h. für welche 

no^ I -3r^ = oder 

^^^•^ \XAG=:0 
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ist Enthfilt X den Factor x itmal, so ist die geftindene Gleichung vom 
Uten Grade nnd stellt also eine Curve nter Ordnung vor. Allen Pnnclen 
dieser Curve entspricht ein- und derselbe Punct y in A, oder, anders ausge- 
drflckt: jener Curve entspricht dieser Punct. Setzt man y variabel, so erhfilt 
man eine Curvenschaar , und jeder Curve dieser Schaar entspricht ein Punct 
in A. Es bleibt nun noch die Frage zu lösen : welche Puncte haben alle jene 
Curven gemeinschaftlich, oder, anders ausgedrückt: fflr welche Puncte x ist 
XA = 0? Um diese Frage zu beantworten, gehen wir auf die Entstehung 
der Linie X zurflck. Dieselbe kann nur als Verbindungslinie zweier Puncte 
entstanden sein. Es seien diese Puncte p und q^ also X^pq und 

(12«.) pqA = 0. 
Ist nun pq ungleich Null, so drflckt diese Gleichung aus, dafs die Gerade pq 
mit A zusammenfallt, d. h. dafs sowohl p sh q in A liegen, und man erhält 
die Gleichungen 

(13.) pA = und qA = 0. 
Ist p in Bezug auf x von atem Grade, q von /9tem, so sind die durch diese 
beiden Gleichungen dargestellten Curven beziehlich von denselben Geraden 
nnd liefern aß Puncte, welche pqA Null machen, ohne pq Null zu machen. 
Setzen wir hier statt A eine variable Linie R, welche in Bezug auf x vom 
Grade y ist, so werden die beiden obigen zu Gleichungen von den Graden 
a-^y, ß'\'Y, nnd geben also (a-fy)(/^'F?') Föncte, welche pqR Null machen, 
ohne pq Null zu machen. Dasselbe würde auch noch gelten, wenn p und 
q Linien wfiren und R ein Punct. Hierdurch hat man dann zugleich ein 
Mittel, um zu untersuchen, welche Puncto pq Null machen, indem man nur 
wieder p in seine zwei Linienfactoren zu zerlegen braucht, u. s. f. So 
können also die sämmtlichen Puncte, welche XA gleich Null machen, ge- 
funden werden. Fragt man nach der Anzahl der Puncte, so ergiebt sich 
leicht der interessante Satz, dafs die Anzahl der Puncte, die ein Product pq 
Null machen, in welchem p in Bezug auf x vom Grade a, q vom Grade ß 
ist, und in welchem nur Puncte mit Puncten und Linien mit Linien multiplicirt 
sind, gleich a}-\-aß-\'ß^ sei. Es gilt Dies zunächst fflr das Product von x 
in einen constanten Punct a, indem xa nur Null wird fflr x^a. Gilt der 
Satz aber fflr irgend ein Product pq, so gilt er auch noch, wenn zu pq ein 
Factor R hinzutritt. Denn es seien p, q, R beziehlich von den Graden 
^9 ßß y^ so ist nach der Annahme die Anzahl der Puncto, welche pq Null 
machen, gleich a^-f ^/^~f/^9 ^'^ Anzahl der Puncte, welche pqR Null machen. 
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ohne pq Nail zu machen, ist, wie wir oben sahen, gleich (<x -f ?^) C/' "j* /) 
=:a/9-f (o-f/3)/-{-^: also ist die Anzahl der Puncte, welche Oberhanpt pqR 
Null machen, die Summe beider Zahlen, mithin gleich (<)(-f/^)^*f(^'f /^)?^4'^i 
d. h. der Salz gilt auch dann noch, wenn irgend ein Factor hinzutritt. Da 
nun das Product, wie es auch immer beschaffen sei, nur damit beginnen kann, 
dafs X mit einem conslanten Factor multiplicirt wird, und für diesen Fall der 
zu erweisende Satz gilt, derselbe aber auch bestehen bleibt, wenn irgend ein 
neuer Factor hinzutritt, so gilt er auch allgemein. 

Gehen wir jetzt auf das Product XA zurUck, wo X vom iiten Grade ist, so 
wird es nach dem angeführten Satze durch n^ Puncto Null gemacht. Die Curven«- 
schaar (12.) schlingt sich also um n^ feste Puncte und liefert einen Curvenbüsc^et 
nter Ordnung, welcher jene n^ Puncte zu Mitlelpuncten hat. Jeder Curve dieses 
fiflschels entspricht in A ein bestimmter Punct; und umgekehrt. Wir nennen 
wiederum jenen Bßschel nter Ordnung mit dieser Geraden projectivisch. Hat 
man zwei Curvenböschel, welche derselben Geraden projectivisch sind, so 
nennen wir diese BQschel unter einander projectivisch. Es sei der eine Cur- 
venbaschel durch das Product XA, der andere durch das Product YA vor- 
gestellt, wo X und Y wiederum Producte sind , von denen das erstere x itmal 
als Factor enthalte, das letztere r/imal. Dann entspricht der Geraden X m A 
der Punct JLI^ der Geraden Y der Punct YA (Fig. 6.). Sollen dann JC und Fein- 
ander entsprechen, so müssen sie demselben Puncte in A entsprechen, d. h. sich 
in demselben Punct von A schneiden. Es sei dieser Punct g, so entspricht 
der Curve Jty = die Curve lj/ = 0, von denen jene von nter, diese 
von litter Ordnung ist, und von welchen, wenn ^ in ^ variabel wird, die erstere 
durch die n^ Puncle, welche. Al^l Null machen, die letztere durch die m^ Puncte 
geht, welche YA Null machen. Suchen wir den Durchschnitt der beiden pro- 
jectivischen Curvenbüschel, d. h. die Gesammiheit der Puncte, in welchen sich 
je zwei entsprechende Curven dieser beiden Büschel schneiden, so sei x einer 
dieser Durchschnittspuncte; dann hat man sogleich, da XA zugleich in Y liegt, 
die Gleichung 

XAY = 0, 
welche von (m-f-n)tem Grade ist, und welche sogleich den allgemeinen Satz 
liefert: 

^Zwei projeclivische Curvenbüschel, von denen der eine von mter, der 
andere von nter Ordnung ist, erzeugen als Durchschnitt eine Curve 
(m-|-n)ler Ordnung.'' 
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Um znr Perspectivifät swischen einem Carvenbflschel ond einer Ge- 
raden A zu gelangen, ist nötbig, dafs jede Corve des Bflscliels durcli den 
entsprechenden Pnnct der Geraden A gehe. Dies wird am einfachsten er- 
reicht, wenn man in den froheren Formeln (12. 13.) q^x, also X^px 
setzt, so dafs pxA zn dem die Perspeclivität darstellenden Prodacte wird. In 
der That gehl dann die Formel (12.) in 

pxy == oder pxAG = 
Ober, welcher offenbar durch x^g genügt wird; d.h. es geht die dnrch 
jene Gleichung dargestellte Cnrve durch den ihr in A entsprechenden Pnnct g. 
Die Gleichungen (13.) werden dann 

/>il == und xA = 0. 
Die durch sie bestimmten Puncto x sind also die Dnrchchnittspuncte der dnrch 
die erstere Gleichung dargestellten Curve mit der Geraden A.. Nimmt man 
wie oben an, dafs X vom itten Grade ist, so ist /^^ da X^px ist, vom 
(n— l}ten Grade; also ist die Anzahl jener Durchnittspnncte n — 1; d.h. von 
den n^ Mittelpunclen des CurvenbQschels liegen n — 1 in der Geraden A. 
Daraus ergiebt sich folgender Salz. 

„Ein Curvenbaschel iiter Ordnung kann dann, und nur dann, mit einer 
Geraden A perspeclivisch sein, wenn n —1 seiner n^ Hiltelpuncte in der 
Geraden A liegen; und zwar entspricht dann jeder Curve des Bflschels 
derjenige Puncl der Geraden, in welchem die Curve die Gerade zum 
Itten Male schneidet.'* 
Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs die vorstehenden Beziehungen 
auch gelten, wenn man Puncl und Linie vertauscht; wodurch die Curven nter 
Ordnung durch h^ feste Puncto in Curven nter Classe mit n^ festen Tangenten 
flbergehen. Ich behalte mir vor, die Idee der höheren Projectivität in einem 
folgenden Aufsätze noch von einem andern Gesichtspuncte aus zu behandeln, 
und dort diejenigen Beziehungen nachzuholen, welche sich durch die hier ein- 
geschlagene Methode weniger leicht zur Anschauung bringen lassen. 
Stettin, im Juli 1851. 
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21. 

Die höhere ProjectivitAt in der Ebene; dargestellt 

durch Funetionsverknüpfungen. 

(Von Herrn Prof. Dr. H. Grafsmann, Oberlehrer der Mathematik zu Stettin.) 



JLfie höhere ProjecliviUt, welche ich in der vorhergehenden Abhand- 
lung (S. 193), in Verbindung mit der höheren Perspeclivität, aus den Principien 
der planimetriBchen Mnitiplicalion abgeleitet habe, läfst noch eine andere Be- 
handlung zu, durch welche gewisse Beziehungen projeclivischer Gebilde sich 
mit besonderer Leichtigkeit ergeben. Die Methode, welche ich hier anwenden 
werde, ist dieselbe, welche von Plücker mit so vielem Erfolge bei der Be- 
handlung geometrischer Gegenstfinde angewandt ist; nSmlich die Methode der 
Verknüpfung von Functionen, deren jede, gleich Null gesetzt, eine gewisse 
Carve darstellt« Der Zesammenhang dieser fruchtbaren Methode mit der geome- 
trischen Analyse (der Rechnung mit Puncten, Linien a. s. w.) läfst sich nicht 
deutlich machen, ohne die Additionsgesetze und die Gesetze der Beziehung 
zwischen der Mulliplication und Addition fflr rfiumliche Gröfsen darzustellen; 
was hier zu weit fQhren würde. Ich verlasse daher hier ganz den Weg der 
geometrischen Analyse, und Jeile auch den Begriff der höheren Projectivilät 
unabhängig von der fraheren Darstellung ab, um dann am Schlüsse die Iden- 
tität beider Begriffsbestimmungen nachzuweisen. 

Es seien A und B Functionen zweier Variabein x und y, und zwar 
beide vom nten Grade: so werden, in Bezu^r oof irgend ein Coordinaten* 
System, zu welchem x und y die Coordinalen eines veränderiichefi Punctes 
sind, die Gleichungen J==^0 und B = zwei Curven itter Ordnung dar^ 
stellen. Umgekehrt: sind statt jener Functionen die Cnryen selbst gegeben, 
so sitid dadurch die Functionen, mit Ausnahme eines noch willkQrlich zu wjih- 
lenden Factors, bestimmt. Ferner ist bekannt, dafs die Gleichung 

(1.) aA'\-ßB = 0, 
wo a und ß constant sind, eine Curve von gleichem Grade darstellt, welche dwch 
diejenigen n^ Puncto geht, in denen sich A und B schneiden, und welche 
(wenn nicht a oder ß Null ist) aufser diesen Puncten keinen Punct mit A 




2/. Grafsmann, Hie höhere Projectivität in der Ebene. 205 

oder B gemein hat. Eben so ist bekannt nnd ergiebt sich, wie Jenes, unmittel- 
bar ans der Gleichung (l.)<i dafs wenn a die Anzahl der Puncte ist, dnrch 
welche drei Curven A, B, C einzeln genommen bestimmt werden, nnd wenn 
diese drei Curven dieselben a — 1 Puncte gemein haben, dann auch jeder Pnnct, 
welcher zweien derselben gemein ist, zugleich in der dritten liegt. Wir wollen 
dia ganze Schaar der durch (1.) dargestellten Curven einen Curvenbüschel 
nter Ordnung nennen. Sind die Functionen A und B gegeben, so ist zu 
jedem Verhaltnifs von a und ß die zugehörige Curve (1.) bestimmt; und um- 
gekehrt: durch jede Corvo, welche durch die n^ Durchschnittspuncte geht, oder 
durch einen Pnncl dieser Curve, der nicht zu jenen nr Puncten gehört, ist es 
das Verhällnifs von a zu ß. Sind nicht A und B seihst^ sondern nur die durch 
sie uargestellten Curven gegeben, und ist aufserdein zu einem bestimmten 
Verhaltnifs von a zu ß ein Punct der Curve (1.) gegeben, der aber weder 
in A noch in B liegt, so ist dadurch zugleich das Verbfiltnifs der entsprechenden 
Coöfficienten in A und B und zu jedem Verhältnirs von a zu ^ die Corvo 
bestimmt. Man kann also aufser den durch A nnd B dargestellten Curven 
noch eine, durch ihre n^ Durchschnittspuncte gehende Curve von derselben Ord- 
nung willkarlich annehmen und die willkärlichen Pactoren der Functionen A 
und B 80 bestimmen, dafs die Curve etwa durch die Gleichung 

(2.) A^B = 
dargestellt wird. Dann ist mittels dieser drei Curven lu jedem Verhaltnifs 
von a und ß die zugehörige Curve bestimmt; und umgekehrt. Alle diese Be- 
ziehungen gelten natflriich auch, wenn x und y Liniencoordinaten und also 
Af B, C ... Curven nter Ciasse sind; nur dafs man dann statt der Puncte 
Linien zu setzen hat; und umgekehrt. Wir wollen dann die Schaar der durch 
(1.) dargestellten Curven eine Curvenrethe nter Classe nennen. Die Curven- 
reihe erster Classe ist dann eine pnnctirte Gerade. Nimmt man nun, aufser 
den Curven, deren Gleichungen ^ = 0, A = 0, A'\-B^=0 sind, zwei Cur- 
ven mter Ordnung (oder mter Classe) an, deren Gleichungen il^ = und 
ff^ = sind, und eine dritte Curve lyiler Ordnung (oder »iter Classe), die 
durch die m' Durchschnittspuncte der ersteren gebt (oder von den m^ ge- 
meinschaftlichen Tangenten der ersteren berflbrt wird), bestimmt die will- 
kflrlichen Facloren der Functionen A^ und Bi so, daf? die Gleichung der 
dritten Curve 

A,^B, = 

ist, und setzt endlich je zwei Curven, die durch die Gleichungen 
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(3.) aJ + yJÄ = und aA,'\'ßB, = 
(mit demseiben Verhfiltnifs von a zu ß) bestimmt sind, einander entsprechend : 
so nennen wir Jenen Curvenbflscbel nter Ordnung (oder jene Curvenreihe 
nter Classe) und diesen mler Classe, sn einander profectivisch. Es ergiebt 
sich hieraus sogleich folgender Satz: 

„Die projectivische Beziehung zweier Gebilde (Curvenbflschei oder Curven- 
reihen) wird durch drei Paare entsprechender Curven bestimmt; d.h. man 
kann drei solche Paare willkürlich setzen; aber dann ist zu jeder vier- 
ten Curve des einen Gebildes die entsprechende des projeciivischen Ge- 
bildes bestimmt/' 
Ferner: 

„Wenn zwei Gebilde einem dritten projecliviscb sind, so sind sie es auch 

untereinander/' 

Den Durc/Mchnill zweier projeotivischer Curvenbaschei, d. h. die Ge* 

sammtheit der Durchschnittspuncte ihrer entsprechenden Curven, erhfllt man 

sogleich, wenn man in den beiden Gleichungen (3.) das selbe x und y annimmt 

und a und ß eliminirL Dies giebt die Gleichung 

(4.) A,B — AB, = 0, 
als Gleichung des Durchschnitts. Da diese Gleichung vom (m4-i')ten Grade 
ist, so erhalten wir den Satz: 

„Der Durchschnitt eines CurvenbOs^hels mler und eines nter Ordnung ist 
eine Curve (^m'\-fi)ler Ordnung/' 
Um auch umgekehrt die projectivische Erzeugung einer beliebigen Curve 
nter Ordnung, d. h. ihre Erzeugung mittels des gegenseitigen Durchschneidens 
projectivischer Bflschel darzustellen, bedarf es noch einiger Halfssfitze, deren 
Beweis ich der Übersichtlichkeit wegen hier folgen lassen werde. Es gründen 
sich diese SAtze auf dem bekannten Satze, dafs eine Curve nter Ordnung 
durch in(n-[.3) Puncte bestimmt wird, und auf der Formel 

iiii(rii-f3)-f in(n + 3) + fitn = |(m-f n)(m4-n-|'3}. 
Wir wollen die Curven mter Ordnung mit il, J^, . . ., die nter mit 19, Bi^ . . . 
und die (m-|-it)ter mit C bezeichnen, und die Anzahl der Puncte, durch 
welche diese Curven beziehlich bestimmt werden, mit a, h, cf dann wird die 
obige Formel zu 

n-j-ft-J-mn = c. 
Stellt man sich nun. Dies vorausgesetzt, durch die Curve C zwei Curven A 
und gelegt vor, deren mn gegenseitige Durchschnitte In C liegen, so schneidet 
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die entere die C nocli in m% die letztere nocli in p? Poncten. Durch a—i 
jener m^ und dorch i-^i dieser »^ Puncte lege man bezielilicli die Carven 
(mter and uter Ordnung) Ai und Bi^ so dafs sie sich auf einem Puncte der 
Curve C begegnen. Fasset man dann A und B^ zu einer Cnrve (r/t-fii)ter 
Ordnung zusammen, und eben so Ai und B, so haben die drei Curven (»i*f it)ler 
Ordnung C, ABg und AiB folgende Puncte gemein: 

1) Die fitn Puncte in A, B, C, 

2) Die a—1 Puncte in A, A^, C, 

3) Die b—i Puncte in B, 0,, C, 

4) Den einen Punct in Ai^ B^^ C. 

Also haben sie im Ganzen mn4-ii-|~^~l = ^ — ^ Puncte gemein, und folglich 
liegen auch die Durchschnitte von je zweien der drei Curven zugleich auf der 
dritten: also liegen auch auf C die m' Durchschnitte von A und Ai^ die 
n^ Durchschnitte von B und Bi und die mn Durchschnitte von A^ und Bi. 
Hiedurch ist folgender Satz bewiesen: 

.^Wenn man durch mn Puncte einer Curve (m -f ii)ter Ordnung C^ eine 

j^Curve mter Ordnung A und eine Curve nter Ordnung B legt (vorausge-- 

^etzt, dafs Dies möglich sei): so schneidet ^if/ia die Cnrve C aufserdem 

^noch in denjenigen m^ Puncten, durch welche sich eine bewegliche Curve 

^mter Ordnung Ai legen Ififst, und £ese in denjenigen n^ Puncten, durch 

^welche sich eine bewegliche Curve nter Ordnung Hi legen Ififst; und wenn 

^von den gegenseitigen Durchschniltspuncten dieser beiden beweglichen 

^Curven Ai und Bi einer auf der Hauptcurve C liegt, so liegen auch ihre 

^sämmtlichen Qbrigen mn — 1 Durchschnittspuncle auf dieser Curve/* 

Far m = l Ififst sich dieser Satz in folgender Form aussprechen: 

^Wenn man durch eine Curve (n-]-l)ter Ordnung C, eine Gerade, 

„und durch n ihrer Durchschnitte mit C eine Curve nter Ordnung legt, 

98O schneidet dieselbe die Hauptcurve C in den n' Puncten, durch welche 

„sich eine bewegliche Curve nter Ordnung legen Ififst Die bewegliche 

„Curve schneidet die Hauptcurve aufserdem in n Poncten, welche in einer 

„beweglichen, um einen festen Punct der Hauptcurve rotirenden Gera- 

„den liegen/' 

Ganz auf entsprechende Weise Ififst sich der Satz fflr mc=2 aus- 

drQcken. Ist hingegen m gröfser als 2, so Ififst sich nicht mehr allgemein 

durch um Pnncte der Curve eine Curve nter Ordnung legen ; weshalb man dann 

uf die nrsprOngliche Fassung zurflckgeben mufs. 
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Hieraus ergiebl sich oqd unmiUelbar die projecliTische EraeogiMrkril 
aller algebraischer CarTeo: nameoUidi mittels eines CarveBbflscheb and eines 
Strahlenbfiscbels. In der That: ist eide Cor>'e (ii4-l)ter Ordnnag C ge- 
geben, weiche projectivisch erzengt werden boII. so lege man durch sie eine 
beliebige Gerade Ä hindurch. Durch n ihrer DnrcbschniUapuncte mit C lege 
man eine Curve nier Ordnung B hindurch; durch die v? Puncte. in welchen 
diese die Curve C aufserdeni noch schneidet^ lege mau zwei Curven nler 
Ordnung Bi und B^^ welche nach dem so eben bewiesenen Satze die Haupt- 
curve noch in je n Puncteii schneiden, die in zwei geraden Linien liegen. 
Diese geraden Linien, welche wir J, und A^ nennen wollen, treffen nach 
demselben Satze die Gerade A in demjenigen Puncto, in welchem sie die 
Curve C noch zum (ii-f-l/'len Male schneidet. Setzt man nun die Curven 
H, Aj, B^ beziehlich mit den Geraden Ä^ Äy^ A^ als einander entsprechende 
Elemente zweier projeclivischer Bflschel. so ist dadurch die projectiviscba Be- 
ziehung dieser Büschel bestimmt, und ihr Durchschnitt ist eine Curve (ii-fl)ter 
Ordnung, welche mit C die /i^ Mittelpuncte des CurvenbQschets nten Grades, 
den Mittelpunct des Strahlenbflschels und die Sm Durchschnitte der entsprechenden 
Elemente, also im Ganzen (n-f^Z-f ^ Poncte gemein hat, folglich mit C su- 
sammenfallt. Hierdurch ist dann die projectivische Erzeugung von C dar- 
gestellt. 

Durch diese projectivische Erzeugbarkeit der höheren Curven aus nie- 
deren hat man also ein Mittel gewonnen, um von den geraden Linien aus, auf 
rein geometrische Weise die sflmmtlichen algebraischen Curven <n erzeugen; 
und (is wfire möglich, auf dieser Erzeugungsweise eine rein geometrische 
1 hoorie dieser Curven aufzubauen; wie denn auch in jener Erzeugnngsweise 
eine rein geometrische Definition aller algebraischen Curven von den verschie- 
denen Ordnungen unmittelbar enthalten ist. 

Um die höhere Projectivitfit noch unmittelbarer auf geometrische Con- 
struclion zu gründen, gebe ich auf die höhere Perspectivitdt zurfick; werde 
jedoch hier nur die Perspecilvitflt zwischen Gebilden nten und ersten Grades 
ins Auge fassen. Ich nenne einen Curvenböschel nter Ordnung mit einer 
Geraden A perspeclivisch, wenn von den vr Mittelpuncten des erstem n — 1 
in A liei^en und jeder Curve jenes Bflschels ihr nter Durchschnittspunct mit 
A entspricht; das Entsprechende setze ich för die reciproken Gebilde. Es 
ist (iunn zuerst nachzuweisen, dnfs die Perspeclieitdl nur eine besondere 
Art der Projecttüiläl ist, d. h. dafs je zwei perspectivische Gebilde auch pro- 
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Jecfiviseh sind. Es sei zu dem Ende ein Curvenbflsdiel nter Ordnung ge- 
geben, von dessen n^ Mittelpuncten n — 1 in der Geraden il liegen. Es sei A 
snr Abscissen - Axe eines Coordinatensystems genommen und die Abscissen 
jener n — 1 Puncte seien Hi, 029 •••^»-i- Es seien ferner zwei Curven 
des Bflscbels angenommen, und die Abscissen dor Puncle, worin jene Curven 
die Gerade A zum nten Male schneiden, seien bezieblicb b und bi. Dann 
sind, wenn man das Prodnct (ar — flri)(a:— «,).... (a? — «„_,) durch C bezeichnet 
und unter D und Di ganze Functionen von x und y versteht, die Glei- 
chungen der beiden Curven von der Form 

B = C(x — b)'\-yD = 0, 

Bi = 6>-*,) + yA = 0. 

Hierauf geht die Gleichung cxi7 -{- ccx ff^ = in 

Aber. Es geht also die durch diese Gleichung dargestellte Curve durch einen Punct 

von A, dessen Abscisse , ^^ ' ist. Es ist aber nunmehr nach dem Begriffe 

der Projectivität zu zeigen, dafs, wenn man die drei Puncte, deren Abscissen 

b, fti und ;"' ' sind, als Curven erster Classe ansiebt, zwischen ihren 

Gleichungen die entsprechende Beziehung Statt finde. Um nichts im Beweise 
zu Qbergehen, wollen wir auch Dies noch nachweisen. Die Gleichung 
jc';r -f y 'y -j- 1 =0 ist, wenn x und y Punctcoordinaten und x' und y' constant 
sind, die Gleichung einer geraden Linie. Man nennt dann x' und y' bekannt- 
lich die Coordinaten (Liniencoordinaten) dieser Linie. Sind jetzt x und y 
constant, so ist jene Gleichung die durch Liniencoordinaten ausgedrückte 
Gleichung des Puncts, dessen (Punct-) Coordinaten x und y sind. Also ist 
die Gleichung des Puncts, dessen Abscisse b oder bi ist, 

x'b-\-l = 0, 

x'bi-i-l = 0; 

mithin giebt das afache der ersten, zu dem /^fachen der zweiten addirt, die 
Gleichung 

^, «ft£a^ = 0, 

als die Gleichung des Puncts , dessen Abscisse T^' ' ist, d. h. des Durch- 
sehnittspuncts der Curve aB-^aiBi^^O mit der Geraden A. Also sind 
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die Carven Jenes Bfischek denjenigen Ponclen der Geraden A projectiviscb 
entsprechend, in welchen die Geraden von den Carven inn Uten Haie ge-* 
schnitten werden; oder, da das NAmliche auch reciprok gilt: 

„Zwei perspectivieehe Gebilde sind zugleich einander prafectiviecky 
Will man nun eine beliebige Curve (n-|-l)ter Ordnung Sl perspecli- 
visch erzeugen, so lege man (Fig. 7.) A und B durch sie hin. Durch n Durch- 
schnitlspuncte von A und £2 und darch n— 1 Durchschnittspuncte Ton B und 
Sl lege man eine Curve nter Ordnung /\ hin. Dies ist allemal möglich, 
da ^n(ii-j-3) — II — (» — 1) = Jn(ii — l)-f1 immer positiv isL Dann sind 
die n^ Puncto, in welchen die Corvo F^ die gegebene Curve £i, aufser in den 
n Puncten, in A noch schneidet, solche Puncto, die sich als Mittelpuncte 
eines Curvenbflschels nter Ordnung setzen lassen; und zwar liegen n — 1 der- 
selben in einer Geraden, nfimlich in B. Die Gerade B möge die Curve /^ 
zum nten Male in pi schneiden und die Curve 12 zum nten und (ii-fl}ten 
Male in p2 und p^. Ferner sei der Punct, in welchem die Gerade^ die Curve i2 
zum (n-f- l)ten Male schneidet, k. Sind nun p2n A die Curven jenes Bflschels, 
welche durch pt und p^ gehen, so schneiden diese nach dem oben bewiesenen 
Satze die Geraden pik und p^k beziehlich in je n Puncten, welche zugleich 
in der Curve S2 liegen. Setzt man also die drei Curven Fi, JTs, I\ bezieh- 
lich den drei Geraden A, p^k, p^k projectiviscb entsprechend, so hat der 
Durchschnitt jenes Curvenbflschels und dieses Strahlenbfischels um k, die n' Mit- 
telpuncte des erstem, den einen Mittelpunct des letztern und die 3it Puncto 
in A, Pik, p^k mit der Curve £2 gemein, also im Ganzen (n-f if-^-n Puncto; 
mithin fällt dieser Durchschnitt, da er zugleich eine Corvo (it -f 1 )ter Ordnung 
ist, mit £i zusammen, und folglich ist £2 als Durchschnitt erzeugt. Will man 
auch die Strahlen des Strahlenbflschels durch Construction erzeugen, so hat 
man nur durch einen der Puncto /^s, oder /I3, z. B. durch /I3, eine beliebige 
Gerade D zu legen, den Durchschnittspuncl von D und A mit /ii, und k mit 
P2 zu verbinden^ durch den Durcbschnittspunct dieser beiden Verbindungslinien, 
den ich c nennen will, nach demjenigen Puncte p in B, zu welchem man 
den entsprechenden Strahl sucht, eine Gerade zu ziehen , und durch den Durcb- 
schnittspunct q dieser Geraden und der Geraden D den Strahl kq zu ziehen: 
dann ist dieser der gesuchte Strahl. Denn wenn p \n pi^ pi oder p^ rflckt, 
so rOckt kq in die Lage von A, p^k, p^k, wShrend kq dem p projectiviscb 
entsprechend ist. Ich will hier noch bemerken, dafs, wenn x den variablen 
Punct darstellt, der die Corvo i2 beschreibt, und man die von mir in den 
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froheren Aufsitzen angewandte Bezeichnung festhält, den Punct p aber, in 
welchem die Cnrve F des Curvenbflschels die Gerade B schneidet, als Function 
des Punctes x setzt, in der Art, dafs, wenn x in der Curve 1' liegt, // den 
Uten Durchschnitt von /* m\l B darstellt: dafs dann die Gleichung der Curve i2 
folgende ist: 

pcDkx = 0. 

Denn diese Gleichung drückt aus, dafs, wenn der Punct, in welchem pc die 
Gerade/) schneidet, mit Ar verbunden wird, diese Gerade durch x, d. h. durch 
einen Punct von F geht; also stellt dann x den Durchschnitt dieser Geraden 
mit F, also den Durchschnitt des Curvenbflschels und des StrahlenbAschels, 
folglich die Curve £1 dar. Ich werde auf dies interessante Resultat in einem 
späteren Aufsatze zurflckkommen. 

Es bleibt mir noch flbrig, die Übereinstimmung des hier gegebenen 
Begriffs der Projectivitfit mit dem frflher gegebenen darzustellen. Der Begriff 
der höheren Projectivitfit wurde dort abhängig gemacht von einem planimetri- 
sehen Producte zweier gerader Linien oder zweier Puncto, von denen der 
eine Factor von dem variablen Puncto x abhängig, der andere constant war. 
Ich will hier nur den Fall betrachten, wo das Product aus zwei Puncten 
besteht; woraus der andere Fall durch ReciprocitAt von selbst hervorgeht. 
Dann sei der von x abhangige Punct p, der constante a, und A, B, C, . . . 
seien gerade Linien, die durch den Punct a gehen. Dann entsprechen nach 
ier dortigen Definition den Curven pA = 0^ pB = 0^ pC=iO^ ... die Ge- 
raden A, B, C, . . . Nun seien in Bezug auf irgend ein Coordinatensystem 
Xi^ X2 die Coordinaten des variablen Puncts x, und pi und p2 die von p, 
and die Gleichungen der Geraden A und B seien 

und 

B' = i3,x,^ß,x,-^ß, = 0. 

Dann ist die Gleichung jeder andern Geraden C, die durch den Durchschnitt 
von A und B geht, 

«J'4-/:?ß' = 0, 
d. h. 

Nun drflcken die Gleichungen /iJ = 0, pB = 0^ pC^=Q aus, dafs der 
Punct p in der Geraden A, oder B, oder C liege, d. h., dafs /^i und p^^ statt 
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Xi ond 0^2 geseilt , den Gleichungea dieter Geradeo genflge. Man hat also 

Die letztere Gleichung können wir auch so schreiben: 

^if^iPii'^P2+a^) + ß(ßiPi + ß2P2']rß^) = 0. 
Sie ist die Gleichung der Curve, welche nach Jener Definition der durch die 
Gleichung 

aA'i-ßB' = 

dargestellten Geraden entspricht. Durch diese beiden Gleichungen war aber 
der Begriff der Projectivitfit, wie wir ihn in diesem Aufsätze gegeben haben, 
bestimmt; also ist die Obereinstimmung beider Begriffe nachgewiesen. 

Stettin, im Juli 1850. 
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22. 

Nachtrag zu dem zweiten Absehnitte der Wahr- 
seheiolichkeitsrechnung. (S. Band 26, 30, 34 u. 36 

dieses Journals.) 

(Von Herrn Dr. L. OcHinger, ord. öffentl. Proressor der Mathematik an der Universitit 

zo Freiburg' i. Br.) 



§. 49- 
Nachtrag zu $. 10 und 11. 

£d einer Urne sind n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... it bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus, betrachtet die auf- 
geschriebenen Zahlen und legt die Kugeln in die Urne zurück. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit der auf ihr stehenden 
Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffen werde? 

Die Zahl der gOnstigen Fälle stimmt, wie leicht zu sehen, mit der 
Anzahl der Stellen-Elemente überein, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen aus n Elementen zur pXen Classe bildet. Be- 
zeichnet man die Gruppen - Anzahl dieser Stellen -Elemente bei den Ver- 
setzungen mit Wiederholungen, nach Analogie der Stellen -Elemente bei den 
Versetzungen ohne Wiederholungen (Combinationslehre §. 43.) ? durch 

Ä/'([ai, iij, 03, Ä^f, 

so wird ihre Gruppenzahl auf eine Ähnliche Weise wie jene und zwar auf fol- 
gende Weise gefunden. 

Die Zahl der Gruppen, in welchen je ein Element auf der Stelle, 
welches seine Stellenzahl angiebt, erscheinen kann, ist p. Vor und nach ihm 
können alle Elemente in jeder möglichen Mischung auf /i— 1 Stellen erscheinen, 
hiedurch bedingte Gruppenzahl ist 

1 ^ • 
Diese Zählungsart führt jedoch zu ^ele Gruppen auf; denn es trifft 
, dafs auflösende Gruppen unter zwei Elementen zugleich, also zweimal 
gezählt werden, während sie nur einmal gezählt werden solhen. Es müssen 
daher alle Gruppen ausgeschieden werden, in welchen die Stellen -Elemente 
paarweise zusammentreten können. Ihre Zahl ist, da keine Versetzungen 

29» 
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mOgiich sind , ^^~ • Vor und nach diesen Gruppen können alle Elemente, 

in jeder möglichen Mischung, auf //— 2 Stellen erscheinen. Die hiednrch 

bedingte und auszuscheidende Gruppenzahl ist also ^^~ ^ n^"^. Fflhrt man 

in dieser ZShIungsweise durch allmäliges weiteres Ausscheiden fort, so ergiebt 
sich folgende Zahl gQnstiger Gruppen: 

(1.) Sna,,a,,.... a^Y = /i/i""' - {p^n^'-^^c {p)^n^ - (,p),n^'^'\- • • • • 
Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in fibergeht. Diese Gruppenzahl Ififst 
sich auch auf das Binomium zurQckfflhren und wie folgt darstellen: 

(2.) «/'[Hl, 11., .... «.r = N'^-ln' -;;n'-* +(//), n'-^-(;i)3 11^-^ + ..••] 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn Nr. 1 oder 2 durch die 
Zahl aller möglichen FSlIe nf dividirt wird. Man erhftit 

rq^ ^ P P(P-^) I P(P-^)(P- ^) PiP-iHp-iHP'-S) . 

(3.) •^ = --172:;;^+ 1.2.3.,i» 1.2.3.4.ri* +••• 

Die Wahrscheinlichkeit wird um so gröfser, je gröfser n und p sind; 

denn (l j nfthert sich in diesem Falle der Null mehr und mehr. In 

Nr. 3 kann höchstens p = n werden. Man kann daher fragen: wie viele 
Ziehungen sind nölhig, um bei einer bestimmten Zahl von Kugeln einen ge- 
wissen Grad der Wahrscheinlichkeit zu erhalten, dafs wenigstens eine Kugel 
mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffen werde? 
Zu dem Ende hat man x aus der Gleichung 

zu entwickeln. Setzt man tr = — , so ist 

(4) a? =- "i^""'^ _ logr»— log(#— r) 



i.,0-±) 



lOgM — l0g(w— 1) 



Der Grad der Wahrscheinlichkeit x ist übrigens, wie sich leicht erkennen 
lAfst, in bestimmte Grenzen eingeschlossen. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen 
Zahl in der Ziehungsreihe unter den oben angegebenen Bedingungen zusam* 



22. Oettingerß Nachtrag zur WahracheinlichheiUrechnung. 521 

mentreffen werde, ist 

(5.) ,. = l-A + £(E=4)_iL^l^H£=2)+....==(l_lY. 

Zagleich ergiebt sich aas (5.) die Zahl der Gruppen bei den Yer- 
setzangen mit Wiederholangen , wo kein Element auf seiner Stelle erscheint. 
Sie ist 

(6.) Se[Q\ Äi, Oj, «3, .-.. «n? 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs in p Ziehungen gerade r Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) mit 
der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden? 

Die Zahl der Gruppen, in welchen gerade r Elemente zugleich an 

ihrer Stelle erscheinen, ist p(;>-«)(P~2) >>>> (;>-r+<) , ^^^^^^ jj^^^ dürfen 

auf den Ohrigen {p — r) Stellen keine Stellen-Elemente vorkommen. Um die 

Zahl der gflnstigen Fille zu finden, mufs in (6.) p — r statt p gesetzt und 

der gefundene Ausdruck mit {p)^ verbunden werden. Dann ist die fragliche 
Gruppen zahl: 

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

(8.) w = Pip-^)-"ip-r-\-i)r^_ ly-. 

^ ^ 1.2.... 17^ V ny 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs wenigstens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zahlen in der Ziehungs- 
reihe zusammentreffen werden? 

Die Zahl der günstigen Fülle ergiebt sich, wenn man aus (7.) die Zahl 
der Gruppen nimmt, in welchen gerade r, r-fl? ^•\'^^ *...p Elemente an 
ihrer Stelle erscheinen. Man erhfilt sie, wenn in (7.) allmülig r, ^-Fl^ 
r^-S, . . • . /i statt r gesetzt wird. Demnach ist 

iS/'[r, r-j-l, r+2, p; a^^ 02^ a^^ a„y 

+ (pU^{n-ir-'=.{pUlnP--^-£=^ ] 



-fwl 
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Ordnet man diese Darstellung nach den Potenzen von n, so ergiebt sich 

ipUi(}- ^y-'-' = -(/»Ulf»'"' 

(f»)r+2i^l i 1 O ) ~ ^P^-*^ 1.2 ' 

(/»WU r+ O 1:2:3 J** ^'''-'^ 1.2.3 " 

U. S. Vi. 

Die Zahl der günstigen Ffille lifst sich daher aach so darstellen: 

(9.) Sf[r, r-fl, r-f 2, pf «n «i» «»? 

= (/').»-^-(/'U.f '•"" + ^''>^+' ^ n'-'-'-ipU. "^ty »"--" -f 
Die gesachte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

— (/>)■• n (p— r)r , (p—r){p—r—i)r (p— r)(p~r~l)(/>— r— 2jr . 
~~ »«^ L (r+i)M'r 1.2(r+2)w* 1.2.3(r+3)«» "" 

1.2....{r — 1)m' »/ N »*/ 

o 

Seist man in (10.) «-fl statt r^ so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs höchstens 
9 Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen flbereinstimmen werden, 

(11.) „,_l___|^l ^-^^ 4- 1,2(,^3,„. J 

=i-^(*+i)/^(i-^r'-'ö- 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r und höchstens # Kngeln (also r, 
r-f 1. r-}-2, .. . . y) mit den auf ihnen stehenden Zahlen in der Ziehangs-^ 
reihe zusammenirelfen werden, ergiebt sich, wenn man #4~^ ^" (^^O '^^'^ 
und das Resultat von (10.) abzieht. Sie ist 

(12.) u, = y'(^-«)-.-(p-r-H) /-^,„A_xNg^ 
' 1.2....(r — l)w'^ •/ ^ »^ 

_ /'(f-^)--tf-') p(i-^)— W 



In einer Urne befinden sich m Kugel -Arten, von welchen jede n, 

mit den Zahlen 1,2,3, n bezeichnete Kugeln enthält, p Kugeln werden 

einzeln heraus genommen und nach der Ziehung In die Urne zurflckgelegl. 



• • •• 
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Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit der auf 
ihr geschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffe? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der günstigen FfiUe mit den Gruppen 
H^r Stellen-Elemente zusammenfallt, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen zur p\en Classe aus m Elementenreihen auf- 
stellt Die Gruppenzahl lAfst sich ganz auf die oben zu Nr. 1. angegebene 
Weise finden, wenn man erwägt, dafs die auflösenden Gruppen jeweils so 
viel mal mehr vorkommen werden, als die mit einerlei Stellenzahlen bezeich- 
neten Elemente aus den verschiedenen Elementenreihen Versetzungen mit Wie- 
derholungen zu der erforderlichen Ciasso (m', m^, m^ . . . .) geben können. 
Diesem zufolge ist die Zahl der Stellen-Elemente (gflnstige Gruppen-Anzahl) 
(13.) Sl'[a^^ ^29 •••• ^/i9 Äi9 ^2^ •••• ^n5 Cx, Ca, .... r„; .• • . nii, r/is, .... wt„]'' 

= {jmnf—{tnn — fny = rn'' [w'^ — (n — 1 /] = fn^J{n — \f. 
Pflr die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn durch {wny die Zahl 
aller möglichen Fälle dividirt wird: 

nA\ .j^ — IL P(P-^) I PiP-^)(P-^) P(p-i)iP-2){p-^) I 
^g^.j W7— ,^ i.2.w» "^ 1.2.3.«» i.2.3A.H^ '^ 

Bleibt man bei dem eben bezeichneten Entwicklungsgange, so lassen sich 
leicht die nachstehenden Fragen beantworten. 

Die Bedingungen sind wie vorbin. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe 
zusammentreffen werde? 

(15.) u> = i-P. + ^(^-PiEl^hE=?l4 = (l--T- 

^ ^ M * i.2.tr 1.2.3.W' Vi»/ 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade r, nicht mehr und nicht weniger, mit der 
anfgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden, ist 

riß ^ fy, — (p)rm\mP'-(n^i)P-'' _ (p)r (. \ Y"' _ JP)j_fi * Y 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugeln auf ihrer Stelle erscheinen 
werden, ist 

(V)r Pi (p—r)r ■ (y— r)(/i— r— l)r (;<— r)(/>— »•— i)(/<— t— 2)r , T 

W L* (r-f.i)M "T" 1.2.(r+2)«» 1 .2.3.(r+3)«' ' "J 

= r(/>-i)....(;^-r+Y ;^. (. _ jvs^-r 

1.2.... (r — 1)W'^ J ^ w/ 
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Man siebt aus der Yergleichang von (3. und 14), (5. und 15.)? (8. und 16«), 
(10. und 17.), dafs die vorgelegten Fragen, obgleich von wesentlich ver- 
schiedenen Bedingungen ausgehend, doch zu einerlei Resultat fflhren. 

An die bisher aufgestellten Gleichungen knfipft sich die Beantwortung 
folgender Probleme aus der Combinationslehre. 

Werden die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementenreihen 

Hl , II2 , tf 3 , • • • • ^n ^ V| , C>2 9 ^3 ? • • • • ^« 5 ^1 9 ^2 9 ^3 9 ^« ? . • . • Wi , 11*2 9 • • • • ^n 

zur /iten Classe gebildet, so ist die Zahl der Gruppen, in welchen kein Stellen- 
Element erscheint, 

(18.) St'[0\ öl, Ä2, u^\ *i^ *2^ . • • • *«; • • • • »»1, wtj, .... »i„l'^ 

= {mnf — pm{mn/^^ ^ ^^^~^'* m^itnnf-''^ .... = m^{n—\y^ 

und diejenige, worin gerade r Stellen -Elemente erscheinen, 

(19.) SC{^\ ^1? «29 • • • • «n; *n *2i • •'• . ♦»; .... »»,, fWa, .... «•«]'* 

~ 1.2....r ^" ^^ ' 
lerner diejenige, worin wenigstens r Stellen -Elemente erscheinen, 
(20.) jS'/'[r,r-|- !,....;>; a^, ii2,....a„; 61,^2,.... 6^; «ii,!»!,, m'^]'' 

In jeder von k Urnen sind n mit den Zahlen 1, 2, 3, . . • . n bezeichnete 
Kugein enthalten. Man zieht nllmfilig alle Kugeln aus jeder Urne. Wie grofe 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel in der Ziehungsreihe 
mit der darauf geschriebenen Zahl zusammentreffe? 

Das fragliche Ereignifs kann entweder bei dem Ziehen der Kugeln 
aus der ersten Urne, oder, wenn es nicht geschieht, bei dem Ziehen ans der 
zweiten, dritten etc. eintreffen. Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit des 
Zutreffens nach (2. $. 10.) durch 

* 1.2 »1.2.3 1.2.3.4' ^ *^ l,2..,.i# 

und die entgegengesetzte durch ii92 = l — m^i, so ergiebt sich fAr die fragliche 
Wahrscheinlichkeit : 

(21.) w = Wi'\'W2Wi'\'wlwi'\'tclwi-\- • • • • trj""* ff 1 = Wi — ^— j- 

1 — IC, 
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Dies Nflmliche gilt aucli fflr den Fall, wenn in jeder Urne oi Arten von Ku- 
geln enthalten sind, welclie die genannten Zahlen sur Aufschrift haben. Die 
Werthe von Wi und W2 sind dann aus (2. §• H.) einsnfflhren. 

Die Bedingungen sind wie vorhin. Man zieht aus jeder Urne gleich- 
leitig eine Kugel, ohne die gezogene Kugel in die Urne surflckzulegen , und 
fthrt so fort, bis p Kugeln aus jeder Urne gezogen sind. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs alle, gleichzeitig in einer Ziehung erscheinenden Ku- 
geln die nflmliche Zahl haben, und dafs diese Zahl mit der Ordnungszahl in 
der Ziehungsreihe zusammentreffe? 

Die Zahl der gOnstigen Fälle findet sieh ganz nach der zu Nr. 1. an- 
gegebenen Schlufsweise. Das gleichzeitige Zusammentreffen von je k gleich- 
bezeichneten Kugeln aus allen Urnen vermehrt die Zahl der gOnstigen Ffllle 
nicht« Es giebt immer nur eine Art, wie Dies geschehen kann. Demnach 
giebt es p gflnstige Ffllle, die sich mit den Versetzungen ohne Wiederholun- 
gen auf den Obrigen Stellen verbinden können. Die hiedurch bedingte Grup- 
penzahl ist p[{n—l)(n — 2)....{n — k'\-i)]\ Hievon sind nun diejenigen 
Gruppen auszusondern, in welchen das Zusammentreffen paarweise Statt Sudel. 
Sie sind 

P(llzh[(^n-2Xn-S)....(n-p+t)y 

n. s. w. Die Fortsetzung dieser Schlosse giebt folgende Zahl der gOnstigen 
Gruppen : 

22. j9f'[ai,a2,....a«; bi^b2^....K; .... *i, *2,.... ArJ''»'''''" •• 

= ;^[(n-ir'>-*]*-(/i).[(n-2r''-Y + (;')3[(»-3r'»-^* — 

Wird [n(ii— 1) (n — ff-fl)]* durch die Zahl aller möglichen Ffllle dividirt, 

80 ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit, und man erhfllt 

oq tfT — y pip—i) I p(p—i)(p—2) 

^o. ^ — ^k 1.2[w(n— 1)]* "T i.2.3ln(n—i)(u—2)y 

Werden alle Kugeln aus jeder Urne gezogen, so ist 

^^- ^ — T^IIT l,2[ii(w— 1)]*-* + 1.2.3[w(w— l)(w— 2)]*-* 

Die nflmliche Frage Iflfst sich stellen, wenn in jeder Urne mehrere 
gleich bezeichnete Kugel-Arten (m) vorhanden sind und p Kugeln einzeln und 
gleichzeitig aus jeder Urne gezogen werden, ohne dafs man die gezogene 
Kugel in die Urne zurOcklegt. Die Zahl der günstigen Ffllle wird durch 
die gleiche Schlufsweise, wie vorhin, gefunden; wobei jedoch zu bemerken ist, 

Crelle^t Joarnal f. d. M. Bd. XLU. Heft 3. 30 
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dafs die Zahl der auflösenden Gruppen zunimmt, indem in Jeder Urne m Kugel- 
Arien vorbanden sind, von denen jede die entspreciienden Elemente liefert 
Die Zahl der günstigen Gruppen ist 

25. A =r ;im*[(iiiii— l)^*«-»]*-(/>),m^*[(mii — 2r"*«^*]* 

+ {P)ini^^[^n — 3)'^'i-*J* 

Fttr die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, durch Dividiren mit [(myi^'^'J^ 

2ß tr ~ ^ p(p-l)m^y , y(;;-i)(/>-2).m^* 

^ 1? 1.2[w/«(mw— 1)P ' 1.2.3[mn(mn— i)(mfi— 2)]* 

Werden unter den ndmlichen Bedingungen aus k Urnen, von welchen 
jede n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnete Kugeln enüifilt, je p Ku- * 
geln einzeln und gleichzoilig gezogen, wird stets die gezogene Kugel in die 
Urne zurückgelegt, und fragt man, wie grofs die Wahrsdieinlichkeil sei, dafs 
wenigstens einmal alle gleichzeitig gezogenen Kugeln die gleiche, mit der 
Ziehungsreihe flbereinstimmende Zahl zeigen, so findet sieb für die dem Er- 
eignifs günstige Gruppenzahl: 

27. Ä'fui, Ö2, a^f Ai, A,, *„; *i, Aj, Äjp.pf, 

= n^A _ [nP* ^ p n^p-'^^ ^ (p\ n^'^^)* ] _= n''* — (n* — 1 y. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn man durch n''^ dividirt, 
und ist 

Sind in jeder Urne m verscliiedene, mil 1 , 2, 3, . . . . n bezeichnete Kugel- 
arten enllialten, wird unter den angegebenen Bedingungen' je eine Kugel ans 
jeder Urne gezogen und Dies p mal wiederholt, so ist die Zahl der gflnsti- 
gen Fälle: 

29. A = ;»w»(m«)<^»>* — (;»)iin'*(mn)<'^>*-f (p),w»»(»i«)tP-'>* 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist, nach den gehörigen Reductionen, 

30. w = l-Cl-Jr/- 



V 
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Sie ffllll mit (28.) zusammen. Man Icann, wie man siebt, auf die vor- 
liegenden Fälle auch die Fragen ausdehnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
sei, dafs gerade r, oder weniii[Slens r Kugein unter einander mit den auf- 
geschriebenen Zahlen in den p Ziehungsreihen ubereinslimmen werden. Ihrer 
Beantwortung steht keine weitere Schwierigkeil entgegen. Zugleich sieht man, 
dals die in (22. bis 30.) gefundeneu Gleichungen allgemeiner sind, als die in 
(§. 10. und 11.) gegebenen, so wie dafs sieh letztere aus jenen ableiten lassen, 
wenn k:=l gesetzt wird; was für die Richtigkeit der hier gegebenen Glei- 
chungen spricht. 

Anmerkung. Von den in diesem Paragraph milgetheilten Entwick- 
lungen hat Laplace die Nr. 24 seiner Tkeor. anal. d. prob. p. 224 et 225 
entwickelt. Sein Text und die dazu entwickelte Gleichung passen aber nicht 
zusammen, und seine Gleichung beantwortet eine andere als die von ihm ge- 
stellte Frage. Seine Worte sind: 

^Concevous maintenant un norobre i d^urnes renfermant chacnne le nombre n 
de boules, toutes de couleurs differentes (hier durch die Zahlen 1, 2, 3, ... n 
bezeichnet) et que Ton tire successivement toutes les boules de chaque ume. 
On peut determiner la probabilite, qu'une ou plosieors boules de la m£me 
coulenr sortiront au möme rang dans 7es i tirages.** 

Dieses Problem fällt offenbar mit dem obigen Nr. 21 zusammen und 
ist, wie leicht zu sehen, von dem in (24.) beantworteten ganz verschieden. 
Laplace hat bei Stellung der Aufgabe das glachzeiHge Erscheinen der mit 
gleicher Zahl bezeichneten Kugeln (bei ihm Kugeln von gleicher Farbe) fiber- 
sehen; was jedoch die hervortretende Grundbedingung in dem vorliegenden 
Probleme bildet. Er hätte das Problem so aufstellen sollen^ wie es zu (24.) 
gestellt wurde. 
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23. 

8ur la sommaüon des suites infinies par des 

integrales d^finies. 

(Par W. Smaasen, Docteur en Sciences k Utrecht) 



Li^analyse ne coDDait qa^an petil nombre de fonctions, et il n^est pas 
etonnant qa^elles ne sufBseat pas dans la plopart des cas poar ripreseoter les 
fonctioDS qui ponrront s^offrir« 

Le nombre des fonctions est infini, et sanf un nombre limitö de cas, 
nne s^rie infinie, qni en gdneral est Texpression d*one fonction, ne peut 
pas 6tre röduite ä des expressions algebriqaes. Un moyen paissant consiste 
dans Texpression des fonctions par des integrales d^nies. C*est one 
question assez facile ä rösoodre, de rednire nne integrale döfinie, dont les 
limites sont finies, a nne s^rie convergente, mais la qaestion inverae oflfire 
des difficaites assez graves« Nous devons dijä aux recherches ingenieuses 
de Mr. Kummer (Voyez le tome XVIL de ce Journal pag. 210) 9 la con- 
naissance de quelques methodes, qui peuvent dans plusieurs cas möner au but 
proposö. 

Je me suis proposö de resoudre la question suivante pour quelques cas 
et par une methode directes 

„£tant donnö une serie: on demande d*exprimer sa somme par une inte«- 
„grale simple ou multiple.*' 

Je commencerai par mettre en eyidence quelques siries, dont je ferai 
iin fröquent usage. Seit donne la serie 

laquelle j'ecrirai 

fx = a^'\-:SaxX^i 

le signe JS s*dtendant a toutes les valeurs positiTes et entieres de l, depuis 
i = 1 jusqu'a i = oo. 

Je snppose alternatiTement 
X = ti (cos 9) 4~ T^— 1 ßin 9}) et j? = ti (cos 9 — y'— 1 sin 9). 
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Cela donne 

f(uef^9^'^) = üb + ^^i «^ cos lg> -f /-l SaiU^8\nlq>, 

et on tronvera, en preoant BaccesaiTemant la moitiö de lenr soinnie et de 
leor diffi6rence: 

Je fais poor ploa de simpllcit* f(w^^'') ^f{u, 9)+|/-1^2(i»> H>)^ fiue-^^"') 
=^ f{u, q>) — ^—\fi{u^<p). En aobstitnanl oes valears dana lea ^aüoiis 
prtcMentea, on obtient 

fi{^>9) = aü+-2«iti^ooBiy, 

On troove faeilement de la möme maniire: 

— 4{/2(«'>9 + yH/2(w,— 9+90} = -Saiii^cosAyalnV^ 
2;i5{/i(«'.9+90-/;(t«> 9-9')} = -2'«att^sini9rinV- 

Si le developpemeut de fx est oonvergent ponr des valeors de x 
antre des limites quelconques, les söries d^rivöes le seront igalement, si Ton 
attriboe an modale u une valenr qnelconqne entre les minies Itmites. 

I. 

Snpposons la fonotion fx diveloppable suivant les poissances ascen- 
dantes de Fargtinient x, de sorte qn^on a: 

Je dis qu*on ponrra ezprimer les coefficients ai par des integrales düinies. 
En effet, on anra 

Je moltiplie les deox membres de chacone de ces dqnations, la premiire par 
cos 19^91 la seconde par sinil9d9> et jMntigre entre les limites et n. 
yintögrale do seul terme eos^ lq>dg> et sin^lq>d(p sera differente de s6ro^ de 
aorte qo'on a 
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(1 •) l/i?(««+'*'"')+/(«'«"**'"*)} cos Uff d<p^ ayfi^i^ hp d<p == In «i «S 

o 

(2.) ^^yCfi«***^'') — A««^*'"')} sin iy Öy = aiu^/sin^ k<p dq> = \n OiU*. 

Ces equations auront lieu pour toutes les valeurs de /t, excepte la preiniere, 
qui dans le cas de. 1==0, se reduit a 

(3.) i/Cnue**''-') + A««-**"-')} B<p = ««b. 



On s^est servi de ces equations dans la recfaerche de ia valeur d'nn 
grand nombre dMntegrales definies; car si le developpement de fx, et par 
snite le coefficient n^, est connu, on connait aussi la valeur de Tintegrale definie. 
Cette partie de la recherche me parail pourtant assez sterile^ puisqu*elle n*offre 
qu^une methode indirecte. 

Supposons la fonction Wx developpable suivant les puissanccs ascen- 
dantes de Xj de sorte qn^on a: 

Vx = bo-^-SbxX^ 

Je roulliplie de pari et d'aulre par j/'(iLe+9^-*)-f-/-(^i?-»»^-»)j%, et j'inlegre 
entre les limites et tt; cela donne en vertu des equations (1.^3.)* 

i/" Wv *^''*'"0 +Kt '"**''0} i '^(««"""'"') + 'p'(««""'"')} ^y 

= 7x{2aobii'\-JSaxbiX^). 
Si, de la mdme maniere, on multiplie les denx membres de T^natioD 

par 7zrlK'J*^**^"0~KT^"'^*^'0l^y* ^* 9^'^" ^■»*^" ^^^^^ *®^ limites 
et 71^ 011 tronve 

.0 
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Les iqaalions prdcedentes offrent Tenonce du suivant 

Theoreme L Si Ton conuait les sommes fx et ^j? des deux series 

öu+öi^-f «2^'-f Äj^-f <i»^*-[- elc.<^ 
*o + *i^ -f *2 ^^ -f *3^' -f *4^* + elc, 
la somme de la s^rie 

sera d^terminee par Tintegraie definie 



oa bien, en suppriroant le premier teraie Shö^^, par celle-ci: 

L^argument u est arbitraire, sauf d^ötre lel que les series de f\—) et Vu 
soient convergentes. 

Applications. 
A. Ponr troover la somme de la serie 

2'\'{n){m)X'\-(n)(m)x''']'(n)(m)x^^{n)(m)x''\'eic. 

p p 

dans laqnelie (n) et (m) designent les coefficients binoroiaux de Tordre p, 

on fera 

et on obtieni 

y(„^9/-t) ^ (l + 2ticosy-f a^'-X 

t _/ 14-flCOSQp \ , / 4 * / 1 + ucoscp M 

r^''C"^^°^= /(l+2«co.y+«')) ^>^-^ 8mn(arocos = -^^j^^^^^^j} , 
^(£ «±t/-i) = 1. («^ 4- 2:1t« cos 9 + ar^)»" X 

( y i#+j:cosg> \ , / 4 ' f M+jTCOsy j 
?co8m{arccos=-;r-x-7-7J ^ — iv j+v— lsinfii(arccos=-77-m5 ^ — %\\ 

doDc la somme de la serie proposee sera exprimee par Tintegrale definie 



-/'''(l -f 2iicosy+ti*)»''(ti^4-2ariicosy-f ar^)*'*X 

/ 1 + WCOS® \ / U^XQ^W^ \ r> 

co$it( arccos = ... , ' ^ — rr- jcosml arccos = ,. , , ^ ^t — trJ^Vf 

V Y^(l-|-2Mcos9-f )^ nM'-j-Zxficosy-j-jr*)-^ ^ 
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on bien, en retranchaDt de la serie le premler terme, per celle-ei: 

o 

sin»(areeos = -^j^ili^!^)rin«.(arocos = --,^«^£^ij--^)öy. 

Posaot a7=:ti=:l, ona 

2»«+ii+i 



ff 



l /*n illttt 

y (cos'"^'' iy cos inq> cos ^my Ö9 = 2 + (ü) («») + (»)(«») + («) (»•) + etc. 



B. Poar troayer la somme de la serie 

^"^1.2« 3 »1«.2*,3\4* 5 '^1«.2V3*.4V5V6* 7 "^ ^^^' 



on 



fera /ir== • ?Kr = cosj?, et on aura 



Ki^'-') 



sin j-^ (cos v+/— 1 siny)} ^ 



cosflJ+y'— Isiny jr 



^ (cos <p — y/-! sin 9) j(«^ " ""* 4" «~^""') sin (-J cos 9) 

-I- ^-1 (/^•^'-r=^*^'')oo8(^cosy)( 



donc 



* . . . JC 



^*Vu^9>; = 2^(^ " Bin(^94--cos9);-« •* sin (y — — cos y;| 

De la mdme maniere on obtiendra 

y,(ii,y) = i(«+'*'"»-fif-''*'»i^)cos(acosy), 
donc la somme de la s6rie sera d^termin^e par Tintög^ale difinie 



* 

u 



:y*V*^'' f ^-^'') {/- •^''sin(y + ^cos9)) 



2lKX. 

o 



— € •* sin^9> cos 9^ cos (11 cos 9)) dy, 

oü u est arbitraire^ en exceptant les valenrs et oo. 

LMnt^^ale, mnltipliee par une constante arbitraire, sera one integrale 
particnliere de T^quation difFereutielle 

* SI^^* dar* » SF 5J ^ 
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C. Posant fx = ^ , on a 00 = «i = äj = Oj elc. = 1 et 

JL X 

f(±^V^i\ ^ ü _ «(«— 2cosy4-2|/— Isiny) 

donc 

expression qui pour x <i\ pent servir pour transformer la fonction Vx 
dans une integrale definie, oit rarguroent variable x n'entre plus sous le 
signe W; ce qui pourra £tre utile dans quelques cas« 

D. Soit propose de sommer la serie 
Si ta hil 

la somme de la serie sera exprimce par — / fi\^ — , Vjfii^f f)dg>. Posant 



ar = ti% Tintegrale se transformera en — / {/l(w>y)Pöy. Or on a 
^, ,,•.!. 1 •(! -x«cog2y+jrV-l8in8y) 

^, . , )/(!— a,*cos29>+xV— l»in29f»)+v'(l— jr*C0829— JT^^— l8iB2qD)J 
ri{^,<P) = i| •(l_2x»coi2y+x*) ) 

_ ,g /(< — x*cos2y+^(l— 2j*c()s2y+x*)) 
— iV'^ •(!— 2x»cos29)+x*) ' 



» 



donc on obtient 



/"{fi{^,<p)rdq> = i/" i JzxwJL« ^y+i/^"?(i=2P 



5y 



29+jp* ^J V 1^(1— 2x* cos 29+ X*) 
La premiere de ces integrales est reductible a 

1/5. arc lang = ^.^jy^^^^^..) - 

Or les deux valeurs de arc tang = 2 i — ^"^^ — different, aux limites 

et 71^ d^un multiple de 2n, donc Tintegrale est indöpendante de x; et si dans 
Tintegrale proposee on fait x = 0^ on trouve ^n pour sa veritable valeur. 
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La reduction de la seconde integrale est assez facile. On obtient 

en designant saivant Leyettdre par Di la fonction eiliptiqae complete de la 
premiere espece. On aara alors 

00 bien 

n. 

Soient //i et n deux iiombres enliers, qui n'ont point de diviseur 
comman. Meltant dans les deux series 

fu == a^s-Y^iaiU^ et Vx = b^^'\' JSbiX*' 

t/'* a la place de u dans la premiere, et — ^ a la place de x dans la seconde, 
on aura 

Si a ces denx sdries on applique les mömes considerations qni ont servi a 
etablir les equations (1,2, 3.) 9 on aura 


Si doiiG on multiplie les deux membres de requation 

i\f(jre^''9^''\^f{u'*e-''^^'^)} = a,, + :£axu^" cos ln(p 

P«"" K'((i7)"*****'*^"')T^((-^)"*~"* ''"')! ^9'' ®* 1"'°" «nlegre ensuile enlre 
les iiniites et n, tous les termes de rintegrale 

t 



s'evanouiront, excepte si In est egal a un multiple quelconque oe m; ce qui 
auru iieu, si k est un multiple quelconque de m, =x A//i^ dans le cas suppose 
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oü m 6t n n'ont point deis diviseürs commans. Donc on aura 





+ ^ii,„a>"/"j?P((^)"'«+-*»'-') -{ ¥'((^)'"^-'"^'^-»)| cos kmwp dtp 



II sait delu le 

Theoreme IL Si Ton suppose les fonctions fx et Wx transfor- 
tnables daus les series 

la somme de la serie 

2aJ,+a^Kx-'" + «.«*2n^'"H^3n.*3.a?^"+ etc., 

dans le cas oa m et n o'ont poinl de divisear commao^ sera exprimöe, 
par rintegrale definie 



Application. 
Posant fx = iffx = «*, on aura 

/■(ti-«"*"»^-*) = «"" '"■'«• {cos («" sin ity) -f- y'-l sin (u" sin «9))}, 
^((^■)>,.-.) _ ,(^T--{eos(f:sinm9,) + y-lsin(^sin».9>)) 
et erf posant a:'" = ii'"+% et Jr(;^)== 1.2.3.4. etc. (p—1): 

!!'»(»»+») ^2nCm^n) y^nlm-k-n} 



r(m+i)r(n+\) ^ r(2m+l)i'(2/i+t) » r(3m+l) r(3n+l) 

— / V"(^''«'+ *"• "*> cos (11" sin ny) cos («'* sin my ) öy. 

31* 
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III. 

Soit la fonction rpx du thöoreme (I.) = 3 = 1 -[- j?"' -|- x'"' -f jr*** -f etc. , 

de Sorte qae 60 = 1, 6^ = 1, &2m = l? etc., tandis qae les coefficients bi^ 
dans lesquels IMndice il n'est pas un multiple de m, s'evanouissent. Dans ce 
cas OD aura 

^ ^ i — tt"'cosmy — y'— Im'" sin iiMp 1 — 2u'^ cos nitp'\-u^^ * 

donc le tböoreme (I.) pourra £tre modifiö comme snit par le 

Tlieoreme IIL Si fx est transformable dans la serie 
la sorome de la serie 
sera döteroninee par Fintegrale 

DU bien par celle-ci: 

2 /•»^ /jr \ ti*" gjn my ^ 



oü u est arbitraire, mais <Cl- 



Applications. 
A. Posant /j? = (1 ^ j?)% od obtient 



-■/ C0Sll(arCC0S = ,, ^. ^ ^ — jr)-. 5—- f-r- 

IM 9vM 3lR Ajh 

X(«^ +2x11 COS 9)+a?')*''öy = 2 + (»)ar'"+(ii)a^'" + (n)a?"»-f (ii)a:*'"-f etc. 
Pour 07 = II rintögrale prendra cette forme plus simple : 

/ 1 — o m ^ r"2;r cos" ^cp cos Inyöcp, 

n J 1 — 2jr'"cosiiHp-j-a:^'" *^ 1 t- x# 

OÜ il n^est pas permis de faire or = 1 , roöme si la serie a droite est con- 
vergente. Pour ar = 0, on obtient le resultat connu 



/ CQ^ \(fw%\nif>d(f> = v^ 
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B. Pour /Ir = e% on a 

— / -3 — ö-= 1 2m ^ cos ( — sm cp 1 öcp 

^ ' 

^fVft A«3vn m3iii 

^ ^+ r(m+l) + r(2m+l) + r(3m+l) + ^**^- 

IV. 

II sera facile d^exprimer Ja sorome d*un tunnbre determine de termes 
d'ane serie par une integrale d^finie. Pour cela on posera dans le Thöor. (L) 

Vu = -j— = l-}-ti + ti^ + ii'+ etc. + 11-^» 

de Sorte que 

*ü = fti = ^2 = eic. = Ä„«i, 6,„ = 6«+i = etc. = 0. 
Cela donne 

y,^^y/-iN _. 1 — W" cos m(p— V—i f I'" sin my 
^ 1 — ticosy — /— lusiny 

et par consequent 

jjr /^ \ 1 — ticoscp — ti'"cosmcp+<*'""^*cos(m — l)<p 
'^(•'^ *) = 1-2ticosy+ti' 

De la on tire le 

Theoreme IV. Si fx est developpabie en 

la somme des m premiers termes, savoir 

flu + ^1 ^ + ^ ^^ 4" ®'c- + ^«-i ^"'"""^ 

est determinee par Tintegrale definie 

2 r^^fx \\ — ucoscp — u'" cos mg) +14'"+^ cos (m — l)^^ 
tJ f^l^^V l-2Hco.y+.' ^^^' 

ou u est arbitraire, excepte d*£tre zero. Pour ti = 1, Pintegrale prend 
la forme pIns simple 

* Hf^^ ff^^ 1 — cosy— cosmy+cos(m— l)y ^^^ 

La mSme sommation pourra dtre execntee plus simplemenl comme suit. 
L'integrale — / ycosay ^^ ^^^ egale a 1 n\b est == ou > a, mais zero 

^ 

si 6 est <r fl. 
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Si on multiplie les deux membres de requation 

'^{fi:ve^^''-')']-f(a:e'^^'')} = a^ -{-JSaiX^ cos Itp 

par ^^^d(p et qa'on integre eosiiite entre les limites et oc on obtient 

^ 

Mais Tintegrale s^evanonit si X est plus graud que m donc on a 

En remplaQanl m par in — 1, et en retrenciiant le resultat de requation pre- 
cedente, on trouvera 



^ßnxe^"^-') + A*«-*»'-')} '''"<">-^)»-»"'^ 8ip 



«„x". 



Au moyen de oette integrale on peut exprimer la somme des series des 
theoremes (I, II, III.) par des integrales definies prises entre les iiinites et oo. 

La niöme integrale ponrra servir ä trouver la somme d'one serie double. 
En effet, si Ton multiplie les deux membres de Pequation 

par — {F(tf«+'"^-*)-f ?'(««-* •^-';}-^,. et qa'on integre ensuite entre les limites 
et oo, on aura 



2a/ 





Or^ en representaut les coefficients du developpement de !Pt/ par Oq, ai^ 
Ox^ etc. Pintegrale du dernier membre est egale ä 

7r(ao + ai M -f- ^^^ + etc. -|- «x w^}. 
Cela do'nue le 
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Theoreme V. La somme des deux seriiBs 

etant connue, la soonme de la serie double 

«1 ^ («ü 4" ^1 ^0 

-j- fl^ar* («0 -f «1 II -f «0 fi^ -f ^j **^ + «4 ***) 



-j- elc. 



ö^P 



sera exprimee par rintegrale definie —Jfit^x, (p)Vi(u, (p) — 

^ 

Applications. 
Pour trouver la somme de la serie double 

ßiX 

-f etc. 

on fera iPti = log(l 4 •')^ ®* on anra ¥^i(ti, y)=:log(l -| 2iicosy4-ii^), ce 
qni devient^ en posank ii = l. egal ä log(4cos^^^); donc la somrac de la 
sine propos6e est determinee par Tintegrale definie 



2 /?/ X Iotf(4cos*i<») ^ 



On trouve de la mdme maniere qae la somme tle la serie double 

üi jp (oj, 4" «I tt 4" «2 w'^ 4" «3«^ + etc. 4" «m w"*) 
-f «2;r^(c^,4-a|ti>]-cx2ii-4-«3ti*4-etc 4«2m«'''") 

4-ö3^(«a+«i^4-«2^^M-«3wM' ^^<^- • • 4-«3'«"*'") 

4- etc, 

I 

peut 6tre exprimee par Tinlegrale definie — /fi(x^(p)^i(ti,mq>)-^- 
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^galement on trouvera 

«,x(l-i-j-i-i+i-elc. +(_irl.) 

+ «,x'(l-i+i-i+i-elc -f(_l)"^) 

elc. 



V. 
Si dans Tdqaation du tbeoreme (I.) 

on fait alternativement z = ze^^^'^ et =zze'^^^\ on obtient, od prenant la 
demi-somme des deax resultats: 



4 





En mnltipliant de part et d'antre par {F(je+*'^-')-\-F(^erV^-')\d<p, elc. 
et integrant entre les limites et n, on troovera 

• 

oü Ton a suppose Fa? = Co-f riJ?-f ^2ä?* + ^3'^+ öt<5. 
Ces equations donnent le 

Theoreme VI. Si les trois fonctions fx, Vx, Vx sont develop- 
pables en Serie ascendentes et dont les termes generaox sont ai^ b^^ c^^ 
la somme de la serie 

est determinee par Tintegrale double 
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Les trois «rguments — , u, — , sont arbitraires, sous condition qne 

lear prodnit soit dgal k x, ei quMIs rendent convergentes les sdries f, V et F. 
L-iotegrale citie est assez compliquöe , ce qui vient des deux argumeuts 
arbitraires u el z qoi y entrent. Elle pourra dtre ecrite de 24 manieres dif- 
ferentes, en permutant les fouctions et les argumeuts. 

Application« 
Pour traaver la somme de la serie 



2 2 



4-f(n)(oi)(/»)-f-(n)(«i)(/») + (ii)(»i)(p)-f etc., 
on fera /ar = ( 1 -f- x)", y'ar :jp= (1 -f ar)", Fa? = (1 + xy, el on anni 

yi(«,9>) = {1 +2« cos y +«'}♦" cos n(arc cos = ^^^ptj^J^) 

Posant x=u = z = i^ on aura 

— jjji — y y cos'^^(g>'\'(p')eos*^co8^ipeoBim(q>'fq)')eos{n(pcM^pipdipdq>' 

• 

-] i — y y eo8"*^9>— 9 ) oo8"|9 cos^'^^' eos ^m (g>--q>') cos^ny co^^ptp' Bq> dq>' 



4+-S(i(il)(i). 



Utrecht 25 Mars 1848. 
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24. 

Vollständige Auflösung der cubischen Gleichungen 
durch die Methode der Wurzeldiflferenzen. 

(Von Herrn Dr. Otio Eisenlohr zu Carlsrahe.) 



Jll.an hat zur Auflösung der cubischen und höhern Gleichungen ver- 
schiedene Wege eingeschlagen. Entweder sind sie aber zur wirklichen Be- 
rechnung der Wurzeln in vielen Fällen unpassend, oder die irrationalen und ima- 
ginAren Wurzeln können nur durch Näherungswerthe dargestellt werden. Durch 
die Methode der Wurzel differenzen dürften sich nicht allein die cubischen Glei- 
chungen vollständig auflösen lassen, sondfi'n die Methode durfte auch den Weg 
zur Auflösung der Gleichungen vierten und höhern Grades zeigen. Soviel 
mir bekannt, ist dieser Weg noch nicht versucht worden. Zwar hat Rutherfbrd 
(VoUslftndige Lösung numerischer Gleichungen von Dr. WH. Rutherford; 
aus dem Englischen von Dr. Aug. Wiegand. Halle 1849.) ein ähnliches 
Verfahren aufgestellt, allein die irrationalen und imaginären Wurzeln werden 
so ebenfalls nur* durch Näherungswerthe dargestellt. Da das von mir ver*» 
suchte Verfahren an der Auflösung der cubischen Gleichungen am deutlichsten 
gezeigt werden kann^ so will ich diese Auflösung zuerst mittheilen; die An- 
wendung der Methode der WurzeldilFerenzen zur Auflösung der Gleichungen 
von höheren Graden aber erst später nachfolgen lassen. 

Der Kürze wegen werde ich bekannte, oder leicht zu beweisende 
Lehrsätze ohne Beweis hersetzen und bei andern, wo es ohne Undeutlichkeit 
nicht thunlich ist, die oft weitläufigen Umformungen gröfstentheils weglassen. 

L Allgemeine Eigenschaften der cubischen Gleichungen. 

§. 2. 
Eine vollständige, geordnete cufarische Gleichung wird durch 

(1.) fx = a^^[-Ax'^-Bx-\-C = 

vorgestellt, und es kann angenommen werden, dafs die Coefficienten A, B und 
(' ganze und rationale Gröfsen sind. Dann müssen auch die rationalen 
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Wurzeln der Gleichung ganze Zahlen sein, und wenn zwei irrationale oder 
imaginäre Wurzeln vorhanden sind, müssen sie die Form p — y.}^r und 
/>-}-y.|/r haben. 

Man kann aber auch setzen 
(2.) /••r = (ar+«,)(x4-ft,}(ar + c,) 

so dafs die CoSfGcienten einer cubischen Gleichung 

(3.) -4 = ^1 4" ^1 + ^19 fi = «i.fti-f ^i.<'i+*i*^i9 C = Ui.b^.Ci 
sind. 

Jede cubische Gleichung hat drei Wurzeln^ :r= — a^, jr= — A|, 
ir= — Ci\ und ist ai^=hi oder ai==Ai = Ci, so hat die Gleichung zwei 
oder drei gleiche Wurzeln. 

Ist eine Wurzel x^=^ — a^ der Gleichung bekannt, so kann die Gleichung 
durch ^4^1 ^^^^ R^st dividirt werden, und der Quotient ist eine Gleichung 
zweien Grades, durch deren Auflösung die beiden andern Wurzeln gefun- 
den «werden. 

§. 3. 
Nach der Can/nitischen Formel wird eine Wurzel der Gleichung durch 

(1,) x=z—:^A'{p — yw——:^AA'r, 
ausgedrückt, wo 

^ '^ I a = - i J' -f ö, Ä = l^A" - iil, B -j-C ist 

Um die Form der beiden andern Wurzeln sn finden, aetse man 

(3.) ar»+Ja?'+Äa? + C= {x-\-^A — ri){x-\-p—q.ir){a!^p-\-q,ir) 
und beachte, dafs 

rXu' = iV^f also a = 3.y(v.K>) ist. 
Setzt man hiernach die Coefficienten A and B der Gleidiang casammen, so 
ergiebt sich 

A = iA — ri-\^p — if.^r-^p-\-q.^r = ^^4 — r, f 3/», 
mithin 

(4.) p = i^+^r, == |J + |.(yp_/M,). 

Zur Ermittlung von q.^r dient die Gleichung 

B = '^\A-r,)x{p-q.ir)-\-{\A-r,)X{p^q.}/r)^(^p-,l.ir)x{p^q.ir) 
= 2p.{^iA~r:rVf-<t-r = M'-irJ-yV. 

32* 
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Daher wird 

oder 

(5.) 9.yr = i(^v-\-*y/w).y-3 «= ^r,; 
folglich ist: 

(6.) x*-\-Ax'-\-Bx-\-C = (x-\-iA — ^v-\-yw) 

§. 4. 
In einer cubischen Gleichung können sein: 

I. Alte drei Wurzeln reell und rational^ und zwar 

1) Alle drei Wurzeln gleich. 

2) Zwei Wurzeln gleich, die dritte verschieden. 

3) Alle drei Wurzeln verschieden, von der Form c, c-f-isr^ c-\'2z. 

4) Alle drei Wurzeln verschieden, und ohne besondern Zusammenhang. 

IL Eine Wurzel reell und rational, die beiden andern 

5) Beeil, aber irrational. 

6) Imaginär. 

HL Alle drei Wurzeln irrational, und zwar 

7) Alle drei Wurzeln r«^//. 

8) Eine Wnrzel reell, die beiden andern imaginär. 



II. Entwicklung der Methode der Wurzeldifferenzen. 

S. 5. 
Es ist 

fx = a^'\'Ax'^Bx-\'C = = (a?+ai)(^ + *i)(^+0, 
also 

Setzt man 
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SO ist 

(1.) fx = (x+Äi).(ar-fai-f a2).(j?-f Äi-f-Ä,^!!,) 

= (a?-f«i)' + (2tf2+a3).(a?4-aiy-}-Ä2(Ä2+a,).(ar4-a,), 
oder, wenn zur Abkflrziing 

(2.) 2a2'\-^ = a und 02(1124- «j) = ß 
gesetit wird: 

(30 fx = (^+«i)H«-(^ + «i)'+/?(^+«i) = 0. 
Durch Einffihrung dieser Wertbe von b und c bekommen die Coöfflcienten der 
Gleichung folgende Form: 

B = 3tfl+2ai.(2a2-f a3)-f^.(ö2+a5) = 3Äj+2fli.a4-/3, 

C = fli-|-al.(2a2-i-a3) + Äi*Ö2.(fl2-i-«3) = aJ + Oi*a + «i-/5- 
Da x=—ai ist , so folgt hieraus 

(5.) a = Sx + A, ß = 3a?^+2il.J?-|-B. 

Daher ist ß das erste, a das zweite Differential der Gleichung. 

Durch Elimination der Gröfse Oi aus (4.) erhält man folgende zwei 

Gleichungen far a und ßi 

^ *^ ^ = ^c^-ia.ß = ^(-2flJ-3ll^ll3+3ö2.flH2fl^) 

Aus diesen beiden Gleichungen können die Gröfsen a und ß unabhängig 
dargestellt werden; nämlich: 

(7.) (A«/+o.ia+A = 0. 
Dieses ist die reducirte Gleichung, und sie entsteht aus der vojtständigen 
Gleichung, wenn darin 

X =^ ia~^A 
gesetzt wird. Für ß erhält man 

(8.) /?^ -I- 3ö . /?^ — (4ö^ -f 27*^) = 0. 
Bildet man die Gröfse 4i^'\-27y aus (6.) 9 so ergiebt sich 

1411^27*^ = -ß\a'-Aß) = -fl2^^.(a.+«3)^ 

fiS«'+i*' = -T*Tr(«2.«i(«2+«3n. 
Die Hülfsgröfsen a, b und ^V^4~i^^ ^^"^ dieselben, welche in der Caräani- 
sehen Formel vorkommen. 

Je nachdem man in der ursprQnglichen Gleichung x^= — tf^ oder 
x=i—bi^ oder a:=— c^ setzt, gilt die Gleichung (7.) für = 202 4" ^39 
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oder für a = — Oa-j ^s» oder für a = — //j — 2//3, die Gleichung (8,) aber 
für ß =: Ozifh-^- ^3)^ Oller für |5 = — Oj.ä,, oder für ß =^ a^ija^ — (h). Daher 
enthält die Gröfse b alle drei möglichen Werthe von a und die Gröfse 
4ö^-f 27Ä^ alle drei möglichen Werlhe von ß als Factoren. 

Aus (6. und 9.) können auch Gleichungen für eine der beiden Wurzel- 
differenzen, oder auch für ihre Summe gebildet werden; was jedoch nicht vor- 
theilhafl ist. Eben so ist die Darstellung der Gröfsen a und ß durch die 
CardanhcYie Formel nicht vortüeilhaft^ indem, wie bei der Darstellung der x, 

S 3 

immer die irrationalen Ausdrücke ^v in -^w vorkommen. Dagegen können 
die Wurzeldifferenzen 1I2 und a^^ oder die Differentiale a und ß aus den 
Gröfsen a, b und 4ii^-}-276^ unmittelbar dargestellt werden; wodurch es mög- 
lich wird, die Gröfse a^ nach (4.) zu berechnen und somit die gegebne 
Gleichung in ihre drei Wurzelfacloren zu zerlegen. 

Bevor dieses Verfahren gehörig entwickelt werden kann, ist zu unter- 
suchen, welche Formen die Wurzeldiffei*ienzen annehmen können, und wie 
die Formen der obigen Hülfsgröfsen a, b und 4a^'{-27b'^ von den Formen 
der Wurzeldifferenzen abhängig sind. 

§. 6. 
Die Form der Wurzeldifferenzen a^ und a^ hangt von der Beschaffen- 
heit der drei Wurzeln der (Sleichung ab; sie können daher nach (§.4.) acht 
verschiedene Fornien haben. 

Man setze die Gleichung 
fx = x^'\'Ax^-Bx'\-C = =r (a?+Ä,)(a?+Ai)(a?+0 

— (J^ + ^iX'^ + ^i + ^OC^+öi-f Oa + Äs) 

un4 unterscheide folgende Fälle: 

1) Sind alle drei Wurzeln der Gleichung gleich, so ist 

folglich sind die Differenzen 02 = 0,^3 = 0. 

2) Hat die Gleichung zwei gleiche Wurzeln^ so ist entweder 

Hj = ii und fx:=^{x\aCf .{x-^c^.^ also «2 = 0, oder 
4^ = Ci und /Ir = (a: -f - a^ . {x -f b^^ , also «3 = 0. 

3) Sind die drei Wurzeln der Gleichung veracläeden, hat aber die Gleichung 
die Form 

fx = {x-\-a,){X'\'a,'f z){X'\'Mi^2z) 

— (^ + Öl)(a?-f ^i+^2)(j^ + «i + 2«2), 
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so ist 

4) Sind alle drei Wurzein reell und ratiofial, aber verschieden and ohne 
besondern Znsammenbang, so kann angenommen werden, dafs in der 
Gleichung 

öi-f-Ö2 4-^3>öi-f 02 und öi + Ö2>ai 
sei; wobei aucb das Zeichen von a^ berOcksicbligi und eine negative 
Gröfse kleiner als Nnli betrachtet werden mufs. Alsdann sind die Diffe- 
renzen a2 und ^3 ganze positive Grölsen. 

5) Hat die Gleichung eine reelle und rationale Wurzel und zwei reelle 
aber irrationale Wurzeln, und bezeichnet man durch Oi eine reelle und 
rationale Gröfse, so werden die Differenzen a^ und a^ irrational. Als- 
dann ist 

fx = {x^a,){x^a,-]-p — q.y^r){x-\'ai'{'P'\-q.^r), 
also 

a, = p — ^'ir, Ö3 = 2y.}/''- 
Hier sind p und q rationale Gröfsen, aber |/r ist irrational. 

6) Hat die Gleichung eine reelle und rationale Wurzel, während die beiden 
andern Wurzeln imaginär sind, so erhält man 

fx = {X'\-a,){X'\'a,'\-p — q.^f—r){x^a,'\-p^il.^—r)., 
folglich 

a^ = p — q.i—r; a^ = 2y.>/— r. 
Hier sind Hi, /^ and ^ reelle und rationale Gröfsen, y"— r ist immer 
imaginär, kann aber entweder irrational sein , oder für r = 1 auch 
rational werden. 

7) Hat die Gleichung drei reelle aber irrationale Wurzeln^ oder 

8) Drei irrationale und darunter zwei imaginäre Wurzeln, so mfissen die 
Differenzen Oz und 03 ebenfalls entweder irrationaly oder irrational 
und zugleich imaginär sein. Alsdann wird nach (§. 3. Gl. 6.) 

fx - (a?+M-rt)(:r-i-^^ + i(r,-r,))(J?-f 1.44.i(r,-f r,)); 
folglich ist 

Hier ist 

Ti = ^fv—yw; r^ = (ft?-fyi<?).v^-3, 
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§. 7. 
Ermittelt man nach den obigen Formen der Wnrzeldifferenzen die davon 
abbAnfigen Formen der Hülf8gröf9en 

a = — JCfl^ + OjÄs + iiS), 

411^+27*^ = -ii?.flK«2 + Ö3A 
so ergiebt sich Folgendes. 

1) Ist ii2 = 03 = 0, oder fx = {X'\-aif^ so wird 

= 0, ft = 0, 4tf»+27ft^ = 0. 
Hat also die Gleichung drei gleiche Wurzeln, so sind alle HQlfsgröfsen 
gleich Null. 

2) Ist eine der beiden Wurzeldifferenzen, entweder ii2 = 0, oder a3=:0, 
die andere aber eine rationale Gröfse, so hat die Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln und es wird 

Für «2 = 0: a = —idi^ b = ^i4, 40^ + 27*^ = 0; 

Fürii3 = 0: a = -ia\ 4 = — ^VoJ, 4a»-f27*' = 0. 

Folglich ist das Vorhandensein gleicher Wurzeln daraus zu erkennen, 
dafs 40^-1- 274^ = wird. 

3) Ist 03 = 02, also 

fx = (a?4-Oi)(ar-f fli4-02)(a?4-o, + 2o2), 
so wird 

o=— <^, 6 = 0, 4o'+2?*' = — 4o^. 

Die Zunahme der Wurzelfactoren um eine gleiche Gröfse lilSst sich 
also daraus erkennen, dafs b = wird. 

4) Sind alle drei Wurzeln der Gleichung reeil und rational, aber ver- 
schieden und ohne besondern Zusammenhang, so aind 02 und 03 positive 
rationale Gröfsen und es wird o = — i (02 -f ^2 ^ -H ^} immer negativ j 
ferner 6=^(— Oj-f Os)(2o2-f ä3)(ä2+2o3) wird positiv, wenn 03>>*02, 
aber negativ, wenn 02>>03 ist; daher giebt das Zeichen von b an, 
welche Wurzeldifferenz die grö/sere ist. Zuletzt wird 40^ -f- 276^ = 
— 02 • 03 . (02 -{- 03)^ = — ti^ immer negativ > aber ein volUUnäiges 
Quadrat 

5) Ist eine Wurzel reell und rational, und sind die beiden andern Wurzeln 
reell und irrational, so wird 

02 = p — q.^rf a^ = 2y.yr. 
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Fahrt man diese Werlhe von ^ und a^ in die obigen Gleichnngen ein, 
so erhält man 

4a'+27A^ = ^4q\r(p'-^.rf = —u\r. 

Die Gröfse a ist alsdann negativ, und 6 wird entweder negativ oder positiv, 
je nachdem p^ gröfser oder kleiner als 9y^.r ist. Für p = 0, und 
eben sq för p^ = 9f^r, wird d = 0. Das Vorhandensein von zwei 
irrationalen Wurzeln ist aber daran zu erkennen, dafs die Gröfse 
4i^'\-27li^ negativ ist und aus einem quadratischen Factor u^ und einem 
nicht quadratischen Factor r besteht, welche den irrationalen Theil der 
beiden Wurzeln ausmachen. 

Anmerkung. In der CVirtfuitischen Formel ist hiernach die Gröfse 
|/(,V^ + 16^) = yyiT(-ti^) oder Vjij,{-u\r) 
immer imaginär, wenn die Gleichung drei verschiedene reelle Wurzeln hat. 

6) Hat die Gleichung eine reelle rationale Wurzel und zwei imaginäre 
Wurzeln, so wird 

^ = p — 9i—r, o, = 2y,)/— r, 
also 

ö = -iip'-^fr), b = -^p^Mp'^^H^r), 
4a» -f 276' = +4^.r(/i'-y\r)' = ^tt^r. 

Die Gröfse a bleibt entweder negativ, oder wird positiv, je nachdem 
p^ gröfser oder kleiner als Sy'.r ist: fQr p^s=3if^r wird a = 0. Die 
Gröfse b wird negativ oder positiv, je nachdem p positiv oder negativ 
ist, daher entscheidet das ZmcAen von b Aber das Zeichen von p; 
für p = wird 6 = 0. Die Gröfse 4a? -f 276' wird immer positiv und 
entweder, wenn r = 1 ist, ein vollständiges Quadrat, oder sie besteht 
aus einem quadratischen Factor ti' und einem nicht quadratischen Factor r, 
welcher den irrationalen und imaginSren Theil der beiden Wurzeln bildet. 
Ist also a positiv, so sind zwei imaginäre Wurzeln vorhanden; mit 
Sicherheit kann aber das Vorkommen der zwei imaginären Wurzeln nur 
daraus erkannt werden, dafs 4a'-f 276' positiv ist. 

Anmerkung. In der Cnr^anischen Formel ist hiernach der Ausdruck 

nur dann reell und rational, wenn zwei imaginäre Wurzeln vorhanden sind, 
deren irrationaler und imaginfirer Theil y^— 3 ist, also wenn die Gleichung 

CreUeU Journal f. d. H Bd. XLII. Heft 3. 33 
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TOQ der Form 

fx = (a? + aO(^Töi+P — yy— 3)(ar4-ö,+;^-}.y.>/— 3) ist. 

7) Hat die Gleicbang drei irrationaie Wurseln, welche entweder alle drei 
reell, oder unter welchen 

8) Zwei imaguidre Wurzeln sind, so ist in beiden FAlIen 

«2 = 3ri — T^r^, tfs = Tj, 
wo Ti und Ta die oben angegebene Bedeutung haben. Fflhrt man ^{ese 
Werthe von Oi und a^ in die Gleichungen fQr die Halfsgröfsen ein , so 
erhsit man die identischen Gleichungen 

a s=: a, 6 =: 6; 4ii*+276' = 40^4.27^' «= 4a»+276\ 
Jedoch wird Auf ^-21 b^ Im ersten Fall negativ, im zweiten positiv. 

Hieraus ergiebt sich , dafs sich das Vorkommen der' drei irrationalen 
Wurzeln, gleichviel ob alle drei reeti, oder zwei derselben imaginär sind, 
aus der Beschaffenheit der obigen Hfiirsgröfsen gewöhnlich nicht zum Voraus 
erkennen läfst. 

§. 8. 
Die Auflösung einer cubischen Gleichung durch Ermittlung der Wur* 
zeldifferenzen geschieht nun auf folgende Weise. 

Die gegebene Gleichung sei 

(l.) fx =^ ar^ + Ja?*+Äa? + C = 

Man setze die bflifsgröfsen 

(2.) a = --iiiH* = -Kö5+Ö2Äi+fl?) = -i(«'-3/9), 
(8.) * = ^A'-^iA.B^'C 

(4.) 4a'+276' =« ±«?^(ii2 + Ö3)' = +iS'.(«'~4/?) 
zusammen. 

Dann ist zu untersuchen, ob (ohne auf das Zeichen zu sehen) |^(4ä'-f'27^) 
rational oder irrational ist, und ob imaginSre Wurzeln vorhanden sThd, in 
welchem Fall 4a'-|-27** positiv wird. 

Die Bestimmung der Wurzeldifferenzen Oi und o,, oder der Differenz- 
tiale u und ß der Gleichung, geschieht durch Ergänzung, der GrOfse a zu 
einem Quadrat; jedoch Ist dies nicht nölhig, wenn eine der drei Hfllfsgröfsen 
Null ist, indem alsdann^ wie später gezeigt werden wird, die Wurzeldiffe- 
reuten leichter gefunden werden. 
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Ist Aif'\'27b'^=i—vP negativ und ein Quadrat, so setze man nach 
(Gl. 2.) 

also 

(5.) — 3a+« =- (fl2+«i)' = *% — 3a-3« = (— ii,+a,)' === rf". 
Zugleich wird 4a» + 27*^ = — l^l]§(a,+a3)* = ~«^s^, also 

Daher ergänze man die Gröfse — 3a zu einem der nSchst höheren 
Quadrille, indem man eine Gröfse c zuzählt^ deren Quadrat in A(^-\'21b^ 
als Factor enthalten isL Findet man alsdann durch die Division mit dem 
Quadrat — 3a -f^ ^'^ A(^'\'21b^ den Quotienten 2% so ist z^=xa^a^ und 
— 3ö + « = «^ = (fla+aj)', — 3fl — 3«: = il» = (—oz-f a^y, 

wo d r:=^ —Ui^a^ ein Factor der Gröfse b sein mufs. Aus den beiden 
Gleichungen 

(7.) i^(— 3a-f«r) = aj4-Ä3 «nd i^'C— 3a — 3«) = — Äj + aj 
können die Werlhe der Wurzeldifferenzen berechnet werden. 

Dieses Verfahren ist immer leicht, wenn die Gleichung drei reelle und 
rationale Wurzeln enthält, also a negativ und 40^4- 27^^ negativ und ein 
vollständiges Quadrat ist. Ergiebt sich aber aus der Untersuchung von 
4a'-j-27&^ = +u^r, dafs irrationale oder imaginäre Wurzeln vorkommen, 
80 setze man nach (GL 2.) — 3a = o? — 3/9 oder 

(8.) — 3a4-3/9 = — 3a-f 38; = a\ 

Es ist aber nach (Gl. 3. und 4.) 

(9.) 274 = a(a« — 9/?) und 

(10.) 4a»+27*' = Tß'ia^—Aß), also 

Man findet daher a^, wenn man die Gröfse — 3a durch Zuzählen einer Gröfse 
3ar, wo ^ in 4a^-f 276^ als Factor enthalten ist, zu einem der nächst höhern 
Quadrate ergänzt Findet man alsdann durch die Division von 40^ 4'^'^^^ ^^^ 
~3a— 8? den Quotienten z\ so ist 3e=/9 und -— 3a-f 3s:=:a^, also 

a = y(— 8a+3a:). 
Die Wurzeldifferenzen a^ und a^ können aus den Werlben von a = 2a2-f ^ 
und /9s= 02(02 -f^) berechnet werden. 

33 ♦ 
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Dieser Weg ist einzuschlagen, wenn 40^4-276^ zwar negativ, aber 
kein vollständiges Quadrat ist, oder wenn 4a'-f 276^ posiliv ist, also die 
Gleichung zwei irrationale oder zwei imaginSre Wurzeln hat. In diesen beiden 
Fällen sind nfimlich a und ß reelle und rationale Gröfsen, aber Oj und a^ 
werden irrational oder imaginär, weshalb die Ergänzung von — 3a zn einem 
Quadrat der Summe der Wurzeldifferenzen nicht ausfahrbar ist. 

Sind die Werthe von Oj und a^ und von 2ii2-f^3 = <^ ermittelt, so 
findet sich nach (Gl. 4. in §. 5.) 

(120 ai=K^-«). 
wodurch die gegebene Gleichung nach GL 1. in ihre Wurzelfactoren zerlegt 
werden kann. 

Die Gröfsen ^ oder ar sind Quadrate, welche der Hfllfsgröfse — 3a 
nahe liegen; daher hat man nun nur wenige Factoren z von 4a^4~276^ zu 
versuchen. Ist aber die Ergänzujig von — 3a zu einem Quadrat' nicht mög- 
lich, indem die Division von 4a^-{~276^ mit — 3a -{-z oder mit — 3a -{-^ 
(wo z'^ ein Factor von 4a^ -f 276^ ist) fOr alle möglichen Werthe von z 
entweder nicht aufgeht, oder der Quotient nicht gleich z^ wird, so enthält die 
Gleichung drei irrationale Wurzeln, und sie kann dann nur dadurch in ihre 
Wurzelfactoren zerlegt werden , dafs man nach (§. 3.) 

(130 f^ = (^+i^-rO(ar + i^4-i(r,-rO)(ar+iJ+i(n+rO) 
setzt und die GrOfsen 

(14) i^* ^ yv — ^Wy r, = (i/r^-i/ir).^— 3, 

durch EinfQhrung der Werthe von a und b bildet. 

§. 9. 
Diese Methode der Auflösung cubischer Gleichungen pafst sowohl fOr 
numerische, als JOiicA^toA^itgleichungen , und gröndet sich im Allgemeinen 
auf einfache Versuche, welche denjenigen bei der Ausziehung einer Quadrat- 
wurzel ähnlich und nach der Beschaffenheit der Wurzeln auf verschiedene 
Weise auszufahren sind. Die Rechnung kann noch bedeutend abgekflrzt wer- 
den, wenn man ffir jede besondere Form, welche die Wurzeln haben können, 
eine besondere Auflösung befolgt. Da aber die Form der Wurzeln einer 
cubischen Gleichung nicht aus der Beschaffenheit der Coefficienien derselben, 
•ondern nur durch Bildung der Hölfsgröfsen a, b und 40^4' 2"^^^ erkannt wer- 
den kann, so ist es gut, die cubischen Gleichungen nach den verschiedenen 
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Formen, welche die Hülfsgröfsen annehmen können, einsotheilen , nnd fflr 
Jede besondere Form derselben eine besondere Auflösung za befolgen. 

Werden diejenigen FSlIe, wo die Hflifsgröfsen bei verschiedener Be- 
schaffenheit der Wurzeln dieMelbe Form annehmen, vereinigt, und werden 
die beiden Ffille, wo die Gleichung keine rationale Wurzel enthält (weil dieses 
nicht immer aus der Form der Hflifsgröfsen, sondern oft erst bei der Aus- 
fflhmng der Auflösung zu erkennen ist), den flbrigen als besondere Fälle 
angeschlossen, so lassen sich nach (§.7.) folgende sechs Uauptformen unter- 
scheiden : 

L Wenn eine der drei Hflifsgröfsen gleich Nutt isL 

1) Wenn a = 0, 

2) Wenn A = 0, 

3) Wenn 4a^+ 27*^ = ist. 

IL Wenn alle drei Hflifsgröfsen bestimmte Werthe haben: 

4) Wenn 4ii'\'27b^=^ — u^ negativ und ein Quadrat ist. 

5) Wenn 4a^-f ^"^^^^ — ^'^ nejfotivj oder kein voUstfindiges Quadrat ist. 

6) Wenn 4ä'^27b^ positiv ist. 

Hat man die Hflifsgröfsen aufgestellt, so bringt man die gegebene 
Gleichung unter eine dieser sechs. Hanplformen und fahrt die Auflösung auf 
eine verschiedene, von der Hauptform abhängige Weise aus. 

Anmerkung. Aus den obigen Entwicklungen läfst sich leicht sehen, 
dafs man durch Einfflhrung willkflrlicher Gröfsen und durch Umformung der 
cubischen Gleichungen niemals zu Ausdrflcken gelangt, die in allen Fällen die 
Ausziehung der Quadrat- und Cubikwurzel gestallen, und dafs es daher keine 
zur Auflösung aller cubischen Gleichungen gleichmäfsig brauchbare Formel 
giebt. Durch die Cardanische Formel kann z. B. fflr die Ite, 2te, 3te und 
6te Hauptform nur eine, fflr die 4te und 5te aber keine Wurzel gefunden 
werden. 

§. 10. 

Erste Hauptform ii = 0. 
Ist 

so hat die Gleichung nach ($• 7.) entweder drei gleiche, oder eine reelle 
und -zwei imaginäre Wurzeln. Im ersten Fall sind die Wurzeldifferenzen 
02 = 03 = 0; im zweiten werden sie imaginär. In beiden Fällen ist 

B = ^A\ 
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daher hat die Gieicbung die Form 

(1.) /ir = a?*+ilc^4-iil\a?-f C=0. 

Ist dann auch 

C = -^\A\ 

so ist 

(2.) fx^{x-\lÄf, 

und die Gleichung bat drei ^/«tcAe Warzela. Ist C nicht gleich ^J^, so ist 
fx = x'\Ax'-\-^A\x\C = Q^ also x'-\-Ax''-\-\A\x^^A^=^A'-^C 
oder {x^\Af=^^A^ — C, folglich 

(3.) x=-^A-\- ]/{^\A' - C) = - i^ 4- Vr ond 

(4.) Uy^y^A — ^r. 

Durch Division der gegebenen Gleichung mit x-f-tfi erhflit man die 
guadratiscbe Gleichung 

(5.) a,-»+a^+A).^+i4^-ri^.y'-iJ''^ = 0- 

Diese Gleichung giebt für die beiden andern Worsela: 

(6.) X ^ —iA — \.ir±\.irXi-9\ 
folglich ist die gegebene Gleichung 
(7.) fx = a?-\-Ax^-\-\J:'.X'YC == 

und die Wnrzeldifferenzen sind 

(8.) «,«=|.Iv~i.J'rXi/-3, «j^J/rxy-S. 

Ist daher a = 0, so macht man 

(9.) r = ,V4' - C. 

Ist dieses gleich Null, so hat die Gleichung drei ^/etcA« Wurzeln x=s — \A\ 
hat aber r einen andern Werth, so gickt man der Gröfse 

(10.) ir = V(,V4^-C) 

die einfachsle Form und führt sie in die (61. 7.) ein. Hier kann yr ra- 
tional oder irrational sein. 
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§. 11. 
Beispiele zur ersten Hsnptfona. 

Nr. 1. ar» — 4.a:»-j-^|..af — IH = 0, 

Also r=0, and |il = — ^, folglich 

fx = (X— I). 
Nr. 2. a?* + 15jr'-f 7dx-j-98 = 0, 

j/r = J'27 = 3, iil = 5; 

iJ-;^r = 5-8 = 2; ^i[+|.y'r = 5 + |=V% 

folglich 

/kr = (x-]-2)(x-i-y-i.y-3)(ar+V' + l-y-3)- 
Nr. 3. «»+4x»-[-?J?x— IV = 0, 

folglich 

fs = (a?-f|— |.y7).(ar+i+*.;/7-i.y7Xl^-3) 

S. 12. 

Zweite Hiauplform. 6 = 0. 

Findet sieb für die IlQlfsgrAfse a ein .^ esUmmler Wertb and dann 

b = ^A'^iA.B^C = •,V(-«2+«3)(2^2+^3)(«2-H2ä3) =- 0, 

80 ist entweder nach (§.7. Nr. 3.) 173 = 112, oder nach (xVr. 5 und 6.), Trenn 

daselbst ;> = gesetzt wird, fl2 = y.|^r; a^=r2q,\^rf wo r positiv oder 

negativ seio Uann. 

Im ersten Fall wird 
fx = J?'-|- Jx'-f Bj?-j-C = = (ar4-i?x)(^+öi-Ffl2)(^+«i + 2ii,); 
in den beiden andern Fällen 

fx = (X'{ai)(X'\-a, — g.}frXx'\'a^'{'if.]fr) 
= (a^-|-<7i — «'.vr)(a?.-]-Äx)(i? + ai-fy.V>). 
Mithin kann bei veränderter Stellung der Wnrzelfactoren auch hier Oj^aj 
gesetsEt werden. Es ist aiso fflr 03 = 1?-: 

(1.) a = — i(fl5+Ä,a,+a5) = —oj 
und folglich 

(2.) a, « y^a. 
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Ferner, weil 

(3.) A = 3a|-|-2ai-fas = 3ai-f Soz 
ist, wird 

(4.) «1 = ^-4 — «1 = 1^4— |'—a,«i+«, = |J, ai-\-2a = iA-\-y-'a, 

folglich 

(5.) fx = (x-\-iA~-^-aXx-\-iA)(T-^iA-\-^-ä). 

Setzt man hieraus die Gleichung zusammen, so findet sich 

(6.) fx = x^-\-Ax'-\-(iA''-\-a)x-{-^A^-\-iA.a = 

= x^-\-Ax'-\-Bx-{-iA-(—^.Ä^-\-B) = 0. 

Hat demnach die gegebene Gleichung diese Form, so wird i = 0, und 
sie hat Immer äne reelle und rationale Wurzel x = — ^A. Die beiden an- 
dern Wurzeln sind ebenfalls reell and rational, wenn a negativ und ein 
Quadrat ist; sie werden aber entweder irrafionat, oder imaginär, wenn a 
entweder negativ, aber kmn Quadraf, oder wenn a positiv ist. 

§. 13. 

Beispiele zur zweiten Hanptform. 

Nr. 1. ar^+ÖJ?*— 13a?-42 = 0, 

«=— V-13=-25; * = 2.,«;-|-2^— 42 = 16 + 26— 42 = 0; 

^A = i = -\-2i a^ = y-a = p5 = 5i 
|J — >^— a = 2 — 5 = — 3, ^J-fy'— a = 2 + 5Ä=-|-7; 
folglich 

fx = (ar— 3)(a? + 2)(a? + 7). 

Nr. 2. «»-|-9x* — 5ar— 69 = 0, 

tf=-V-5 = -32; 6 = i5ii + »5»-69 = 0; 
^^ = 1 = 3, y— « = )/32 = 4.y'2, 
folglich 

fx = (a?4-3)(a?+3 — 4.^2) (a?-f 3-1-4. |/2). 

Nr. 3. x» — 9a?' -f 52x — 102 = 0, 

a=-V+52 = 25, ft = -25|i+i^- 102 = 0, 
^^ = -^==-3, |/-a = y-25 = 5.y-l, 
folglich 

/ar = (x—3)(a; — 3 — 5.}/— l)(a? — 3-f-5. 1^-1). 
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§. 14. 
Dritte Haüptform, 4a' + 276* = 0. 

Finden sich ans der getrebenen Gleichung far a und b bestimmte Werthe, 
ist aber 4a?'\-27b^ = 0^ so hat die Gleichung nach (§. 7. Nr. 2.) zwei gleiche 
Wurzeln, indem eine der beiden Wnrzeldifferenzen a oder o» Null ist. Setzt 
man nun die gleichen Wurzeln x=^ — n, so wird 

(1.) fx = ar'+iljr^-l-llar+C = = {X'^n){x-\-n)(^x\n-\-z) 
und es ist 

A = 311+55, B = n(3iiH2«), C = n'(w+«), also 

^^•^ (40^+27*^ = _4.^ + 27.i^* = 0, mithin 

ja: = y-3a oder z = y^^* = S.J^^Ä, 

folglich ist die Gleichung 

(4.) fx = (a?+i-4-yift)'X(a:+i^4-2.yift) 

Ffir ein positives h sind die zwei kleinsten, für ein negatives h die zwei 
größten Wurzelfactoren gleich. 

Die Gröfse a ist hier negativ, und —3a ein Quadrat. Von den 
beiden Wurzeldifferenzen mufs, weil 4a^-f 276^ = — €40^(^24-03)^ = ist, die 
eine gleich Null, die andere eine ganze positive Gröfse sein ; ob 112 == oder 
113=:^ sei, entscheidet das Zeichen von h. Es ist nämlich 

* = lV(— «2+03)(2fl2+Os)(02-f 203), 

also für /i, = 0, Ä=-f-^Vi^ und für 03 = 0, b=^—^^. 

Da eine Quadratwurzel leichler auszuziehen ist, als eine Cubikwurzel, 
so setze man, wenn 4a' -{~ 276^ = ist, die Gröfsen a und h zusammen und 

(5.) z = |/— 3a. 
Ist alsdann 6 .positiv, so wird z=^a^ und 02 = 0; ist b negativ, so wird 
z=^ai und 03 = 0. Die Gröfse Oi wird, weil «i = i (-4 — (2aa -f 03)) ist, 
fflr a2=:0, wo b positiv ist, 

(6.) a, = iC^-o,) = ^A^^z. 
Dagogen ffir 03 = 0, wo b negativ ist, 

(7.) a, = \(,A-2a^) = i^-f«. 

CreUe*B Joarnal t d. M. Bd. XLH. Heft 3. 34 
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Demnach ist die Gleichung, je nachdenra2 = oder 03 = i»t, entweder 

(8.) fx = {x-\-a^\{x-\-ai'\'a^ oder 
(9.) fx = (J?4-öi).(ic-|-öi4-Ö2)'. 

§. 15. 

Beispiele zur drillen Hauptform. 

Nr. 1. o^-j 0?- — 33jr-f 63 = 0, 

100 , 2000 , , , 0.9 J.2 A /iOOV I o^ /2000V ^ 

Hier ist b positiv, also €i2 = 0, mithin « = — \al^ y — 3fl = |/I00=10; 
,/3 = 10, ,,, = ^(^-i/3) = i._>o_-3, a, + #i3 = -3 + 10 = -| 7, folglich 

fx =-- (or — 3)\(x4-7). 
Nr. 2. x^ 4 8x' + 5x — 50 = 0. 






49 7* . 68« 2.7' 



_r. 6 = _ 



3 ~ 3 ' 27 27 ' 

40^4.27*? = 4.(:::^')+27.(^y = 0. 

Da b negativ ist, so wird «3=0, und «2 = ]^— 3a=}/49 = 7, a=i(-4 — 21I2) 
= |-^ = -2, «, f.fl, = -2+7 = 4.5, folglich 

fx = (a? — 2)(Jr + 5)^ 

§. 16. 

Vierte Hauptform. 4a' + 27fi» = — m*. 

Giebt die Gleichung 

fx = a^-\-Ax'^'\'Bx-\-C = = (a:-f «i}(a?-f-Är|-[-Ö2)-(^T^i4"^T^) 
für die Hölffgröfsen a^ h und 4a^-i~27^^ bestimmte Werthe, ist aber a negativ 
und man findet durch Ausziehen der Quadratwurzel, dafs 

(1.) 4a^+27i^ = —ü" = —d^a\{a^-\-4hf 
ist, so wird 

(2.) u = ^.113(024-^3). 
Eine solche Gleichung kann keine imaginären Wurzeln haben. Die 
Wurzeln können jedoch entweder alle drei rational, oder auch alle drei 
irrational sein; dies lafst sich aus der Beschaffenheit der Gröfsen b und u 
erkennen. 

Es müssen nämlich, wenn drei verschiedene rationale Wurzeln vor- 
handen sind, die Wurzeldifferenzen 02 und a^ ganze positive und rationale 
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Gröfsen, und es darf weder a^^za^ noch //2 = oder 03 = sein, weil 
sonst entweder b oder u gleich Null sein würde. Da nun 

(3.) 27 b = i-^i,-\-fh).(2a,^a,).{a,-\^2ay) 

ist, so müssen die Gröfsen 27b und u gerade Zahlen sein, und jede mufs 
wenigstens drei verschiedene Factoren haben. Hat eine derselben ihrer nur 
zwei, so Icann dieses bei rationalen Wurzeln nur dann sein, wenn entweder 
Ö3 = «2-|-l9 oder <i2 = Ä3-[-l ist, wo alsdann A = //i{f/i |-1) wird; oder auch, 
wenn «2=1 oder r/3 = l ist, in welchem Fall fi = w(ii-j-l) ist. Ist daher 
entweder b oder u eine ungerade, oder eine Pritnzahl, so sind immer drei 
irrationale Wurzeln vorhanden; dagegen läfst sich nicht bestimmt erkennen, 
dafs keine drei irrationalen Wurzeln vorhanden sein können, wenn 27b und 
u gerade Zahlen sind und drei Factoren haben. Der Fall würde sich nur 
zeigen, nachdem man die Auflösung ohne Erfolg versucht hat. Wenn drei 
irrationale Wurzeln vorhanden sind, mufs die Gleichung auf eine andere Weise 
in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden. Sind dagegen alle drei Wurzeln 
rational, so setze man 

(4.) -3a==«J-f £i2.Ä3-faJ, 27b=={'-^a2'\ai).{2a^'\-a^).{ar\-2a^^ u=^ai.a^.{a.'\-a^) 

und führe die Auflösung nach (§. 8.) aus. Es ist nämlich 

~Za^=(^^ax.a2r\-d^==^(ai'\-ai)'^—a2a^===^8^—z==:(^'-€U^ 
276 = (— Ä2-|-a3)(2a2-fÄ3)(«2 + 2«3)==^.(2*M c), 

11 = 02-03(^2 -f '^3) = ^-* oder 
(5.) —^a^z = («2 f «3)' = «% —3« — 3« = (— Ä2+«i)' = d\ 

Daher zähle man zu — 2a , welches immer positio ist, eine Zahl z, welche von 
u ein Faclor ist, so dafs — 3«-{-ä A^^^ Quadrat einer Gröfse s wird, welche 
den andern Factor von u ausmacht. Dieses geschieht am einfachsten, wenn 
man zuerst aus — 3a die Quadratwurzel näherungsweise sucht, dieselbe zu 
einer Gröfi^e y erhöht, welche von u ein Factor ist, und dann den andern 
Faclor z von u zu — 3// zahlt. Ist dann — 3«-[-s: = ^-^, so ist y =z s =^ a^-^- a^ 
und 2 = 02.^3. 1^1^ die Summe s und des Product z der Wurzeldiiferenzen 
gefunden, so macht man (nach Gl. 5.) rf^ = (— 02 + ^)^« I^ies giebt die beiden 
Gleichungen 

(6.) a^-^Oi ^= s und — 02-]^^ = d 

und hieraus, je nachdem b positiv oder negativ ist, entweder 

(7.) «2 = i(*— ^)^ «3 = i(«T^) ^^^^' 
(8.) a, = i (*• -}- rf) , A3 =- i {s - d). 

34* 
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• 

Das Zeichen von b giebt an, welche der beiden Wnrzeldifferensen die 
gröfsere ist; für ein positives i wird <^^a., ffir ein negatives b wird 
Oi^Oi. Daher sind die Worzeldifferenzen im ersten Fall nach (Gl. 7.)« im 
zweiten nach (Gl. 8.) zn berechnen. Sind Oj nnd a^ gefanden, so ist 

der Werth von ai, durch welchen die gegebene '^'^ichnng in ihre drei Wnr- 
zelfactoren zerlegt werden kann. Findet sich kein ganzer nnd rationaler 
Werth für a^ nnd Oj, so hat die Gleichung drei irrationale Wurzeln und ist 
auf diesem Wege nicht auflösbar. 

§. 17. 

Beispiele zur vierten Hauptform. . 

Nr. 1. a?» — 24a?» + 153a? — 130 = 0, 

a==— 39; 6 = 70; 4a» f27ft' = — 104976 = —324^ « = 324; 

y_3a = yil7 = 10bisll. 

Da « den Factor 12 hat, so ergänze mau — 3a zu 144. Dann ist 

_3a+« = 117+27 = 144 = 12^ = »*, «=«.* = 324 = 27.12, also ist 
, = 12, « = 27, rf*=— 3a-3« = 117-3.27 = 36 = 6». 

Da b positiv ist, so ist a2<I^t also 
i,, = i(,_rf) = ^(12-6) = 3, £% = ^(»+rf) = i(12+6) = 9, 

tf, = ^4-i(2fl,+«3) = -y--^±^=-8-5 = -13, 

«^4.0, = — 13-f3 = — 10; «i-fa,+a,= — 104-9 = — 1, folglich 

fx = (a?— 13).(x — 10).(a?— 1). 
Nr. 2. a?* — Söar^-f 126a?4-720 = 0, 

a=--^, b=-^^i 4a»+276» = -63776196=-7986% 

11 = 7986 = 2.3993 = 2.3.1331=2.3.11.121, 

y— 3a = ]/847 = 29 bis 30. 

Da 33 ein Factor von u ist, welcher 1/847 am nächsten Hegt, so er- 
gänze man die Gröfse —3a zu 33^ = 1089. Dann ist 
— 3 a+Ä = 847 -1-242 = 1089 = 33\ « = 33X242, »=33, « = 242, 

rf' = — 30-3« = 847-3. 242 = 121, rf = ll. 

Da b negativ ist, so ist €h'>-aii also 
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a.=»-^-^:^y:li = -30, «,+«,= -30 + 22 = -8, 

a|-f-aa-j-<^i = — 8+11 =-}-3 und 
/äf = (a: — 30) (« — 8) (a: -f 3). 

Nr. 3. a?* — 58.T» + 963a? — 3906 = 0, 

ö=-ip, * = ^» 4 a» + 27 ft»=— 14062500 =-37öO-, 

u = 3750 = 25. 150, ^—Sa = ^475 = 21 bis 22, 
daher die ErgAnsoog sn 25^ = 625 ond 

— 3a+ar = 475 + 150 = 625 = 25% * = 25, «=150, 
— 3a— 3« = 475—450= 25 = «, d=«. 
b ist positiv, als <<}>>• Oj and 



25—5 4rt 25+5 ., 58 2.iO+15 „. 

11, = — ^— = 10, a, = — ^ = 15, ai= — -g- jX— = -_3i, 

a,+«, = — 31 + 10=— 21; «1+«,+ «,= —21 + 15 = —6, 

/ap = (ar — 31) (a: — 21)(x — 6). 

Np. 4. «» + 1 7a?' — 224a? — 2940 = 0. 
a=-^, ft = _?^, 4a»+27ft»=— 85377600 =-9240», 

tf = 9240 = 40.231 =40.11.21, >^— 3a = y961=31. 

Factoren von v, gröfser als 31, sind 33, 35, 40, a. s. w. Dies giebt 

« = 33.280 — 3a+« = 961 + 280 =1241, also kein Quadrat; 

« = 35 . 264 — 3a+ « = 961 +264 = 1225 = 35% also 
# = 35, « = 264, rf*=— 3a— 5« = 961 — 792 = 169 = 13% rf=13. 

b ist negativ, also a2>><^ und 

35+13 o- 35—13 ^. 17 2.24+11 .. 

a,= — ^ = 24, a, = — g — =11, »1 = -^ 3^ = ~*^' 

«,+ai=— 14 + 24 = + 10; a,+ fl,+ a, = + 10+ll =21, folglich 

fx = (a? — 14)(a? + 10)(x+21). 

Nr. 5. a!»-7x+7 = 0, 

a=— 7, 6 = + 7, 4a»+27A' = — 49 = — 7*; « = 7. 
Da b und u ungerade Zahlen isind, so hat die Gleichung drei irrationale Wurzeln. 

Nr. 6. 0!» — 15J?' + 72a? — 109 = 0. 

a= — 8, * = + l, 4a»+27ft'=— 81 = -9^ 
Hier sind ebenfalls drei irrationale Wurzeln vorhanden. 
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Nr. 7. x'-(nc-5d)x'-\-{dlc'-70cd—4d')iv—U7c''\\2c'd 

\'24ocd^ — 20d' = 0, 

4^-U276^=-16d-(16c^4-40crf-| 21rf-)\ v = 4rf(16c^ + 40crf^ 21rf'), 

- {)a r-- 166- f-40crf-f 37//^ = 4V f 8^.7rf-} 49i/' - 16crf— 12d% 
-3rt-i 4di4c^^'3d)==4'c'-\'Scx7d-\-A9(P=={AC'\'7d)\ 

u = 4rf(4r 4 3d) (4c f 7rf) , 

— 3« — 124(4c+3rf) = 16c^ — 8ci/+rf' = (4c— rf)% also 

.V-r_i//>>; f/3=r:=4C-i 7rf, 2:=4rf(4C-f 3l/), rf= «2-1 ^^3 = 4c rf, 

a^^ld=4d; ^£3=^ K8c4 6r/) = 4c f 3rf/ 2a2-|-a5 = 4c-f llrf, 

r/, = .}(— 17c |-5rf) — ^(4c4-llJ) = ~7c — 2rf, 

ö,-f 02=— 7c — 2rf }-4i/= — 7c-[ 2c/; 

^'i f^+Ö3= — 7c-} 2rf-f4c-f 3rf= — 3c-} 5^ «nd 
/j:- ==r (j;_7c — 2rf).(ar — 7c-|-2rf).(j?— 3cJ-5rf). 

§. 18. 
Fünfte Hauplform. 4a'+27Ä' = — w*.r. 

Giebt die Gleichung für die Ilölfsgröfsen a und h bestimmte Zahlen- 
werlhe und ist 4a^-f 27Ä^ negativ und die Quadratwurzel aus — (4a^-|-27Ä^) 
irrational, so dafs 4r/-|-27fr^ keinen quadratischen Factor r bat, so bat die 
Gleichung nur reelle, aber darunter entweder zwei oder drei irrationale 
Wurzeln. Ist die eine Wurzel rational, so ist die Gleichung auf dem hier 
angegebenen Wege auflöslich; sind aber alle drei Wurzeln irrational, so mufs 
man sie auf einem andern Wege suchen. Dafs eine Gleichung von obiger 
Form keine rationale Wurzel hat, läfst sich gewöhnlich daraus erkennen, dafs 
die Gröfsen b uhd u Primzahlen sind, oder dafs r> — 4a ist, häufig aber 
nur dadurch, dafs die Auflösung nicht ausführbar ist. 

Man setze 

Donn ist 

(2.) ai=^p — q.\^ry «3 = 2^.}V; ä = 2^2 [«3=^2/^. Ferner 
(3.) A^^a,\2p, B=z3dir4a,.iß'\fß'—g'r, C== al'\2a].p'\a,{p^^g^r). 
Hieraus ergiebt sich für die drei Uülfsgröfsen: 

(4.) a = _i(;/-|-3yV), * = 2pXM-p'i-99\r)', 
4«^ + 276' =:.. —4(/\r.(p' — g\ry -- -«'.r, also 

(5.) u = 2q.fy-q'r). 
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Zuerst suche man die Gröfsen u^ und r, indem man den Ausdruck 
^(^'\'21b'^ in zwei Factoren zerlegt, deren einer ein Quadrat ist, .der andere 
nicht. Ist Ac?-\-27b'^ eine sehr grofse Zahl, an welcher die Gröfse r nicht 
leicht zu erkennen ist, so trenne man nach und nach quadratische Factoren 
ab, bis u^ und r gefunden sind. 

Die Grölsen uti, p und q mössen rational sein, und wenn die Coef- 
ficienten der Gleichung ganze rationale Gröfsen sind, mufs a^ eine ganze Zahl 
sein; die Gröfsen p und 7 köbnen aber entweder ganze Zahlen, oder Bröche 
von der Form \{2y-\-\) sein. Um die Fälle zu unterscheiden, wo p und y 
ganze Zahlen oder Brüche sind, setze man zuerst 

p = i(2«» f *)^ V = i(2n f 1). Dann ist 

p' — q'.r = m{m\\) — r.n.{ii\\) — \{x—\). 

Sind also p und y Brüche von obiger Form, so können nach (Gl. 3.) und 

C nur dann ganze Zahlen sein, wenn r = 4A-f 1 ist. Setzt man hierauf in 

(614. und 5.) /^ = i(2»i-f-1), y = ^(2ii + l), r = 4Ä-}-l, so erhält man 

a == -i[m(m-M) + 3/i(ii4 1)(4A + 1) f3A-fl], 

b = (2iii + l).^V[— ^'»(»»■fl) + 9«(» + l)(4A"f 1) + 9ä4-2J, 
u == (2i«-|-l)[i/i(w + l) — ii(ii-f 1)(4Ä+1) — Ä]. 

Da hier m{%n\-\) und ii(n-f 1) gwade Zahlen sind, so sind h und 
u nur dann gerade, wenn h eine gerade Zahl, also r=i8A-]-l ist; in wel- 
chem Falle aber a eine ungerade Zahl ist. Doch ergiebt sich Folgendes: 

Ist r nicht =4A-f 1, so sind p und q immer ganze Zahlen. 

Ist r = 4A-|~1) und sind h und n gerade, so sind p und q ebenfalls 
ganze Zahlen. 

Ist r=4A-f 1 und sind h und ti ungerade, so sind p und q Brüche 
von der Form i(2y-f 1). 

Ist r^S/i-fl) und sind h und \% gerade, a aber ungerade, so bleibt 
die Form von p und q zweifelhaft. 

Ferner ist zu beachten, dafs q immer positiv ist, dafs aber p und u 
positiv oder negativ sein können. Die Gröfse p hat nach (Gl. 4.) dasselbe 
Zeichen wie ä, wenn 9^.r>/>* ist, aber das entgegengesetzte Zeichen, 
wenn p^^dq^.r ist. Die Gröfse u ist negativ, wenn q^.r:>p^ ist. Für 
^=fO wird b=s.O und die Gleichung gehört zur zweiten Hauptform. Ist 
p = — ai, so wird fx = (x-]-ai)(x—q.yr){X'\'q.yr), A^a^^ B = — yV, 
C= — ai.q^r = A.B und 

(6.) r^ = {x-\-A).{x- V-B) . {X -i- )/-B). 
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Ist daher C=A.B^ so kann die Gleichang nach vorstehender Formel in ihre 
Wurzelfactoren zerlegt werden. 

Die Gröfsen p und y werden, wenn u nnd r gefunden sind, auf fol« 
gende Weise ermittelt. Man setze nach (61. 4. und 5.) 

(7.) — 3tf = />'-f Sy'.r; also p^=—Sa—9(/^.r=—Sa—3r.e^ 

(8.) ti = ±2y.(/^'-vV); also /^' = y'r±^ = r.«^+ ^. 

Man vervielfache 3r mit dem Quadrat einer 6röfs9 z, welche ein Factor 
von ff ist, aber auch 1 sein kann, und zfihle das Product von —-3a ab. Ist 
der Rest ein Quadrat, so führe man z in die (GL 8.) ein. Giebt dies das- 
selbe Quadrat, so ist es =p^ und zs=iq. Ergiebt sich aber aus a> b, r und v, 
dafs p und q Brflcbe von der Form i(2y-f 1) ^^^^^ ^ ftükre man in beide 
Gleichungen g=:^z ein, dann wird 

(9.) /i^=-3a — i(3r.«^)=:K— 12a— 3r.«^), /?'=i(r.«») + — . 

In diesem Fall ist das Product 9r.z^ von — 12a abzuzfihleh und 
fOr z ein ungerader Factor von u zu nehmen. Der Gröfse p giebt man 
dasselbe oder das entgegengesetzte Zeichen von b je nachdem 9.^.r gröfser 
oder kleiner als p^ ist. Zuletzt erhSit man ffir ein positives oder negatives p: 

(10.) ih = U^^2p), oder ai = i(24+2p). 

Ist p imaginär, also r.q^>Aa, oder findet man keine den obigen 
Gleichungen genflgenden rationalen Werthe für p und^^ oder auch keinen 
ganzen Werth ffir ai, so hat die Gleichung dr^ irrationale Wurzeln. 

Die Auflösung ist hier etwas schwieriger und weitläufiger, als bei der 
vierten Hauptform, sowohl wegen der Zerlegung von ^c?'\-27b^ in die Facto- 
ren u^ und r, als auch wegen der Bildung von p^. Sind die Gröfsen 3a 
und 3 #* sehr grofse Zahlen , so kann man durch Ermittelung der Grenzwerthe 
von z die Rechnung abkürzen. 

§. 19. 

Beispiele zur funflen Hauptform. 

Nr. 1. ar'+23a?^+ 173a? 4-427 = 0, 

Ä=-*^, b = W^ 40^ + 276^= -48= -3.16, ti = 4, 
r=d = 4.1 — 1; also sind p und q ganze Zahlen. 

p^=_3a-3r.«' = 10-9.«^ «^ = r.«' + ^ = 3«^+— . 
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Hier kann « = 1 gesetzt werden, welches p'=:10 — 9=1, ^* = 3 + 2 = l, 
also p*=.l, y = l ""^ 9r.l^ = 27>)[>^ giebl. Daher hat p das Zeichen 
Ton ö, oder ;^==-f-l und es ist 

a, = i(il-2;^) = ^^~= = 7, a,-|->» = 7 + l = 8 and 

/a? = (ar4-7)(a?-f-8 — |/8)(a:+8-|-y3). 
Nr. 2. «»-7a!^-37j? + 115 = 0. 

a = -^, *=|?» 4a»+27ft'=- 606528= -13.216», 

tf=216, r=18 = 4.34-l. 
Da b und v gerade Zahlen sind, so mfissen p und ^ yanee Zahlen sein. 

p» = 160-39.a», ;,» = 13.«*±-!^, «=1, 

p» = 160-89 = 121 = 11», ^ = 13 + 109 = 121 = 11*. 
Demnach ist ^j= 1 undp = ±ll. Da 9r.r.«' = 117<cl21 ist, so be- 
kommt p das enlgegengesetste Zeichen von b and es wird also p = — 11. 

Ä, = i(4-|-2;>) = =-y^ = 5, «,-]-;» = 5- 11 = —6 und 

/•» = (a?-}-5)(a: — 6-i^l3)(a? — 6+/13). 
Nr. 3. X» — 58af»-l- 912a? — 2784 = 0. 

a=_^, * = 1^; 4a» + 27^= -324741 12 i 

ti = 992; r = 3d = 8.4+l. 
Da a eine gerade Zahl ist, so sind p and q ganze Zahlen und es ist 

P» = 628-99ä% p» = 628-99= 529 = 23'; p» = 33«'±— , « = 1, 



;,» = 33 +496 = 529 = 23'; y=l, ;» = ±23, 9.33.1»<529, also hat 
p das entgegengesetzte Zeichen von b nnd es ist p= — 23, 

g,= ~^^^^-^^ =c-4, a,+;» = -4-23 = -27 und 

fx = (a? — 4)(ir — 27— y83)(a? — 27+]/33). 

Nr. 4. a?^ 4- 63x'-}-1081a?-f 3955 = 0. 
a = — 242, 6 = — 224, 40» -f 276» = — 55335200 , Ji».r = 5538520 = 
10'.2. 276676 =20'. 2. 69169, ]/69169 = 263, also « = 20.263 = 5260', 
r = 2, nnd p und y sind ganze Zahlen. 

p» = — 3a — 3r.«' = 726 — 6. s', 
j -ij^ « o , . 2630 
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Da \u — 2630 die Faotoren 1, 2, 5 nad 263 hat, so \»\ nach und nach « =» 1, 
ar =a 2, «r = 5 zu selten. Dies giebt p» = 726 — 6 . 1» = 720, p* = 726—6.3» 

= 702, /»' = 726 — 6.5' = 576 = 24'; p'=2.25-|-^=50+526=576, 

also 9=5, 9.2.25 <1 576, daher bekomnrt p das entgegengesetzte Zeichen 
von b und wird also, weil b negativ ist, positiv, oder p=24. 

a^= ^^~^ - = 5, <»i+p = 5 + 24 = 29 und 

fx = (X -f 5)(x -f 29 — 5 . ]/2)(x-|- 29 -}- 5 . p). 
Nr. 5. a?» - 69ar» + 468x -f 14828 = 0. 
a=_1119, 6*=1258, 4a' + 276» =—108X51499476, « = 28188, r=7, 

also sind p und q ganze Zahlen und p» = 3357 — 21.£*', ^' = 7$^ + — ^> 

Die Zahl 14094 hat die Factoren 1, 2, 3, 3, 27, 29. Da aber fflr «=20 p'ne- 
gativ wird, so sind fflr z die Factoren 1,2,3,6,9 zu versuchen. Dies giebt 

« = 1, p» = 3357 — 21 =^3336 =3.1112; 

« = 2, p» = 3357 — 21.4 =3273 =3.1091; 

« = 3, p» = 3357-21.9 =3168 =9.352; 

« = 6, p' = 3357 — 21.36 =2601 = 51'; 

14004 

p« = 7.36±~^ = 252 +2349 = 2601, y = 6. 
Da 9.36.7 <! 2601 ist, so bekommt d das enigegeogeselzte Zeichen von b, 



also ist p s= — 51 , «i, = y ' = 11, ai+p=:ll — 51 = — 40 und 

fx = (a?+ll).(a?~40— 6.|/7).(x-40+6.y7). 
Nr. 6. «»+15a?'+13a? — 124 =iO. 
a=— 62, 6 = 61, 4a» +27*» =—852845, r.tt' = 852845 = 5. 170569 
= 5.413», « = 413 = 7.59, r = 5 = 4.1 + l. 

Da b und u ungerade Zahlen sind, so sind p und q Brficbe und es ist 

^ —12g— 3. r.z* _ +12.62— 15.a* _ 744-15»* 
P — 4—^ 4 — 4 » 

j r^~«^ __ 5g« 413 

'^ 4~rz 4-~"s 

Factoren von u sind 1, 7, 59, also ist 

*_1 „,_ 744-15 __ 729 _ 27» «2_«j.4fq 
« = 1, p= ^^ =—-=—, p =f-|-4Id, 
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mithin ist 

« = 7; y=J; 9.r.c' = 9.49.5>9. 

Folglich bekommt p das Zeichen von b and es ist p = -[- 1 « 

15—2-4 iö—i I - , ^ I , 11 j 

/•x = (a.-|-4)(xiV-l-y5)(*+y + J.y5). 

Nr. 7. «»~839x-f-58 = 0. 
a = — 839, *=58; 40^4-276' = — 590567012; r. «» = 17.28'. 421% 

« = 28.421 = 11788; r = 17 = 8.2+1. 

Da b nnd u gerade Zahlen sind, aber a urufsrad« ist, so können p 
und q ganze Zahlen oder Brüche sein. Demnach setze man 

, 12.839— 3.17.S* i 175* . 11788 

p=—^ 5 p'=-r^-T- 

und nehme fflr z sowohl gerade als angerade Factoren von « = 11788 an. 
Da aber fflr sr = 15, p^ negativ wird, so sind nur die Factoren 1,2,4,7,14 
von tt zu versuchen. Dies giebt 



U p' 



10068— 51 _ 10017 9.1113 



«=2, p'= <0068--51.4 ^ 2517-51 = 2466, 

« = 4, pt^ <0068-51.16 ^ 2517 -- 204 = 2313 = 9.257, 

- 2 10068—51.49 10068—3499 7569 87* 

« = 7, p= j = 



4 



17.49 . 11788 _ 37* 

■"" 4 



F 4-7 



Also ST = 7, ^ = 1, und da 9. 17.49 = 7497 < 7569 ist, so bekommt p das 
entgegengesetzte Zeichen von « und wird daher negativ, oder p = — ff, 

«, = 2+51=4.29, a,+p = 29-?=-? und 
fx = (a?+29)(*-¥~l-|^17)(*-i»+i'yi7). 
Nr. 8. *»-f ar»— 7«+3 = 0. 
a = -?^, *4=-5^, 4«»+276' = -4.197, « = 2, r=197, 

+88-197.» 
r>4fl, p' = i — j 

Dies wird fflr Jeden Werth von z negativ, folglich hat die Gleicbong drä 
irrationale Wurzeln. 

35» 
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%. 20. 

Sechste Hauplform. 4a* -f 276' rr 4. u* . r. 

Findet man aus der gegebenen Gleichung fflr sfimmtliche HOlfogrölseii 
besüoimte Werthe, und ist 4a^-}-276^ = -]-tl^^ eine positive Gröfse, so hat 
nach ($• 7«) die Gleichung zwei imaginäre Wurzeln. Die dritte Wurzel ist 
jedenfalls reelt, kann aber entweder rational oder irrational sein. In beiden 
FäUen kann die Gleichung in ihre drei Wurzelfactoren zerlegt werden. Sollen 
die irrationalen Wurzeln durch DezimalbrOche ausgedrückt werden, so ist ein 
besonderer Weg einzuschlagen. Dafs eine solche Gleichung keine rationale 
Wurzel hat, Ififst sich gewöhnlich daraus erkennen, dafs die Gröfsen b and 
u Primzahlen sind , oder dafs r >> 4a ist. Zuweilen aber ergiebt es sich 
auch erst daraus, dafs die Auflösung nicht gelingt. 

Ist eine Wurzel rational, so geschieht die Auflösung der Gleichung 
beinahe ganz wie bei der fänflen Hauptform; nur ist daselbst r negativ zu 
setzen und zu berflcksichtigen , dafs auch r = 1 sein kann. Man setze 

(1.) fx^a:r'-\^Aa^^Bx-\'C=0 

Dann wird 

(2.) a2=p — q.y—r, Ö5 = 2f.}/— r, 2^4-^ = « = 2/i. 

Femer sind die CoöfGcienlen der Gleichung 

(3.) A^Sa,'^2p, -B = 3iiJ+4fli.;?4-;^'-f^r, 

Hieraus erhält man 

(4.) a = -i(pH3yV), b= -^\p\(p^^9q'r), 

4a'4-27*' = 4y^r(;|--}-y^r)^ = tt^r, also 

(5.) u^2g.{p'-\^if'r). 

Die Gröfse a ist meistens positiv, bleibt jedoch negativ, wenn p'^^Sq^r 
ist; für p^z=Z(f.r wird a=:0 und die Gleichung gehört zur ersten Hanpt- 
form. Daher kann auch eine Gleichung, worin a negativ ist, imaginäre Wur- 
zeln haben. Die Gröfse h wird negativ oder positiv, je nachdem p positiv 
oder negativ ist, daher erhält die Gröfse p das entgegengesetzte Zeichen von h. 
Die Gröfse 4a^-]~27&^ wird immer positiv und für r=:l ein vollständiges 
Quadrat, oder sie besteht aus einem quadratischen Factor u^ und einem nicht 
quadratischen Factor r. Diese beiden Factoren müssen, wie bei der fünften 
Hauptform, durch Zerlegung von 4a''f 276'^ bestimmt werden. 
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Ist r==3, so wird iV^'f i^*=^(i^)^- Alsdann kann eine Wurzel 
der Gleichung nach der Cardanischen Formel gefunden werden; was jedoch 
nicht schneller zum Ziele fahrt. 

Die Groben p und g sind, zugleich mit Hi, entweder rational, oder irra- 
tional. Im ersten Fall können sie entweder ganze Zahlen oder Brfiche von 
der Form i(2y-f ^) ^®^°* ^"^ p = wird 6 = und die Gleichung ge- 
hört zur zweiten Hauptform. Die Gröfse p kann positiv oder negativ sein, 
g ist aber immer positiv. Für p = — Oi wird 

Ist daher in einer Gleichung C=A.B, so ist die reelle Wurzel x=:—A. 

Wenn die Coöfficieoten der Gleiehung ganze Zahlen sind, so können 
p und q nur dann BrOche sein, wenn r = 4A— 1 ist. Dieses ergiebt sich 
wie in (§. 18.) leicht aus (Gl. 3. und 4.), und es löfst sich, ob p und g ganze 
Zahlen oder Erflehe sind, allgemein wie folgt erkennen: 

Ist r nicht =4A— 1, so sind p und g immer ganze Zahlen. 

Ist r = 4A— 1 und sind h und u gerade Zahlen, so sind p und g 
ganze Zahlen. 

Ist r=:4A— 1 und sind h und u ungerade Zahlen, so sind p und g 
Brflche von der Form \{2y-\-\). 

Ist r = 8A— 1 und sind h und u gerade Zahlen, ist aber a un- 
gerade, so bleibt es zweifelhaft, ob p und g ganze Zahlen oder Brüche sind. 

Sind die Gröfsen u und r bestimmt, so setze man 
(6.) Qa = —p'^2gr, oder ;i* = — 3a+3^r = — 3fl-f 3r.c^ 

(7.) u=.2g.(p'^fr), oder p'^ iL_^.r= ^-r z\ 

Oder, wenn p und g Brflche sind, wo g^=^z gesetzt werden mufs, 

(8) p' = -i(t2a + 3r.2;\^; p^ = ^ -i(r.z^). 

Man vervielfache 3r mit dem Quadrat eines in u enthaltenen Fjsctors z, 

xAhle von dem Product die Gröfse Sa, oder bei der Bruchform, 12a ab. Ist 

der Rest ein Quadrat, so fahre man z in die zweite Gleichung fflr p ein; 

giebt dies dasselbe Quadrat, so sind die Gröfsen p und g gefunden und es ist 

(9.) a, = i(A-2p), 

worauf die (Gl 1.) in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden kann. 
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S. 21. 

Beispiele zur lecbsten Hanpiform. 

Nr. 1. a?^-|- 19 x»-f 128a: +290 = 0. 
« = «3, *=-|«l, 4tf'-f-27ft' = 6084 = 78% « = 78, r = l; 
daher sind p and q ganze Zahlen. 

jj* = — 3a-}-3r«', p' = —234-3. is^ 

Da |ti== 39 die Facloren 1, 3, 13 hat und ffir z==^i der erste, fär 2^=13 
der zweite Werth der p^ negativ wird, so kann z nur ^=3 gesetzt werden. 

Dies giebt p^= — 23 + 3,9 = 4 = 2'; j^* = 13 -~9 = 4 = 2\ Also ist 

19—4 
y = 3 and, da b negativ isl, jj = -f 2, «i = ^(A — 2p) = — »— = 5, 

flt-f;» = 5-f-2 = 7; folglich 

/•x = (a?+5)(4?+7 — 3. /-l)(a?+ 74-3.^^-1). 
Nr. 2. a;»-f 17x'+ 97 a?+ 225 = 0. 

Ä=j, *=^, 4a»-f-27ft» = 41616 = 204% r = l, a = 204, 

^« = 102 = 1.2.3.17, p»=-2-f3a»; |>«=~-sV 

e = l, p» = — 2-1-3 =1, ;»' = 102-1=101, 
«=2, p'= -2+3.4 = 10, 

« = 3, /»*=— 2 + 3.9 = 25, p» = ^-3' = 34-9 = 25, 

^ = 3, p=— 5, weil i positiv ist. 

a,= ^(17+2.5) =9, Ä,+|»=9 — 5 = 4 and 

fx = (af+9)(jp + 4 — 3.y-l)(x+4+3.>^-l). 

Nr. 3. X* + 1 9a?' + 122a? + 260 = 0. 

o=|, *=— ¥f, 4a» + 27Ä»=588=3.196=3.14% «=14, r=3=a4— 1. 
Da b and u gerade Zahlen sind, so werden p und g zu ganzen Zahlen. 

p'=: — 5 + 3.3.«*; /»'= 33*. Hier kann « nur =1 geselsl werden. 

!»' = — 5 + 9 = 4; p' = 7 — 3 = 4 = 2'; abo y=l, ond da» negativ 

Ist, p = + 2; <ii = — T ' =5, ai+;» = 5+2 = 7 und 

fx = (a?+5)(a? + 7-y— 3)(x + 7+y-3). 
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Nr. 4. «> — 47«»4- 1508a? - 8596 «= 0. 

fl = ?^, ft=^i^i£, 40^+274» = 3292157808, 

r.tt» = 3292157808 = 12». 22862207 = I2\ 23 .994009 = 12123.997% 

r = 23 = 8.3—1; « = 3.4.997 = 11964. 
Da r = 8A — 1, aber a ungerade ist, so können p and y ganze Zahlen 
oder Brflche sein. Zuerst setze man fär y eine ganze Zahl und 

p» == - 2315+3. 23.«^ p" = 2^ — 23«». 

Da fflr « = 4, p* nach der ersten, fflr s = 10 aber nach der zweiten Giei- 
chaug negativ wird, so ist nur e = 6 zu setzen. Dies giebt 

p^ = — 23154-69.36 = — 2315-|-2484 = 169 = 13% 

«* = 5^-23.36 = 997-828 = 169 = 13*. 

Daher 9 = 6, /» = — 13, 

a, = rJl±l:^ = -.7, a,+;» = -7-13 = -20 und 

fx = (ar— 7).{«— 20— 6.y— 23).(a?— 20-f 6y— 23). 
Nr.5. a;» + 63a?' +1 181a: -|- 4455 = 0, 

a = — 142, ft = — 1824, 4a» 4-276' =--4.19593800, 

r.ti" = 20*.195938 = 2012.97969 ■--= 2.20\313% 

r = 2, tf = 2.10.313 = 6260; also p und q sind ganze Zahlen. 

p» = 4264-3.2.»% ;»' = il?P-2.s% 

s = l, 1?' = 426-1-6 =432 = 9X48, 
« = 2, ;»' = 4264-6.4 = 450 = 9x50, 
a =s 5, f»' = 426-1-6.25 = 576 = 24% 

p' = i^_2.25 = 626-50 = 576, 

y = 5, p=4-24, g, = 63-2.24 ^ ^^ «,4.^ = 54-24 =29 und 

/a; = (a?4-5)(ar4-29 — 5.v'-2)(a?4-294-5.i/-2). 
No. 6. *»4-9a^4- 45^4- 62 = 0. 

« = 18, * = —19, 4ii'4-27** = 27.1225, 
tt%r = 3.3135% r = 3=:4A— 1, « = 3.35 = 105. 
Da b und u ungerade Zahlen sind, so mfissen p nnd q BrQche sein, 

, — 12(1+3. r.?" , — 12.18-}-*3.3.»* — 2i6-f-9** 
p == _ , p = ._ _ , 

, tt r.a* , 103 3.»» 

P^T — 4-' P^-2 
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Da für z = 3^ p^ nach der ersten, and ffir e=:10 nach der sweiten Glei* 
chung negativ wird, so kann z nur =5 oder =7 geselzt werden. 

^_R 2_ — M6-f9.25 —816+225 , 
t — 0, p -^ j — f, 

, 105 3.25 ^. 75 84—75 

Also y = ff und da b negativ ist, p = -|-^, 

i,, = ±^ = iz:i = 2; «,+;, = 2 + 1 = 1 »Dd. 

/Jr = (x + 2)(a?+4-4V-3)(ar+H.|.v'-3). 
Np. 7. «»-|-7ap*4-8a? + ia = 0. 

a = -^, b = ^, 4Ä»-f 27ft« = 7168, 

r.M» = 7.1024 -{-7.32% r = 7 = 8>i— 1; u = 32; 
also sind p und ^ ganze Zahlen oder BrOche. 

-„ +12.25 -rtA 2 100-1-3. 7.Z* , 82 T.»* 
-12a = -!-g — = 100, y" = — ^ ; /»' = — — 3-, 



. , 100+21 121 /H\» , OQ , 128-7 121 , 

«=1, ^=— ^ = -j-=(;^;; ;»'=32-J = — 3-~=-j-, also 

«r = l, y = i, |,= __, «j = -^ = 6, fl,-|-;» = 6 — 2-=+i ond 

fx = (a? + 6)(x + i-i.y-7)Ca?-|-i-f iy~7). 

Nr. 8. a?*— 6a?-f6 = 0. 
«= — J, * = -i-6, 4«» + 27«' = 108, «f*.r=36.3, «=6, r=3=4Ä--l. 
Da b und u gerade Zahlen sind, so müssen p and q ganze Zahlen sein. 

p* = 18-f3.3.2r, p» = ^ — 32* = |- — 3«". Da p" nach der «weiten 

Gleichung für jeden ganzen Werth von z negativ ist, so hat die gegebene 
Gleichung keine rationale Wnrzel. 

§. 22. 

Darstellung der drei irrationalen Wurzeln. 

Eine cabische Gleichung, deren Codfficienten ganze rationale Zahlen 
sind, kann drei irrationale Wurzeln hahen, wenn sie zur ersten, vierten, 
fünften oder sechsten Hauptform gehört. Für die erste Haaptform ist die 
Auflösung nach (§. 10.) vollständig ausführbar; für die sechste Hauptform kann 
die Gleichung nach (§. 8. Gl. 13. u. 14.) in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden. 
Dieser Fall ist daher nur kurz zu betrachten. Gehört aber die Gleichang zur 
vierten oder fünften Hauptform, so ist eine besondere Auflösung nöthig. 
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Wie das Vorhandensein von drei Irrationalei Woneln ans der Beschaffenheit 
der Hfllfsgröfsen so erkennen sei, isl in (f. 16. und 18.) angegeben. 

Man setze 

== (*+ii4-r.)(«-f iJ-t-i(r,-r,))(x+iii-f Kr.+r,)). 
Hier ist 



(2.) {•' = -4*+j/(^Vt)» 



Setzt man non 



rq ^ •' O. ** — •*''^ 



108 



(wo r=l isl, wenn die Gleichung zur vierten Hauplform gehört, und r 

a* b* 
negativ, also ^'\-'^ positiv ist, wenn zwei imaginfire Wurzeln vorbanden 

sind), so erhalt man 

(4.) J ' '"° 

und wenn die Gleichung zur eeeketen Hauplform gehört: 

Im letztem Fall sind die Gröfsen v und w reell, und es können |^r^ yir^ 
Ti und r, unmittelbar zusammengesetzt, also kann auch die gegebene Gleichung 
nach (GKl.) in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden. Gehört die Gleichung 
zur vierten und fünften Hanptform, so enthält nach (Gl. 4. und 1.) Jeder der 
drei Wurzelfactoren eine imaginäre Gröfse; diese Gröfsen sind indessen nicht 

wirklich, sondern nur echeinbar imaginär, denn entwickelt man yv und ^w 
nach dem binomischen Lehrsatz in Reihen, so erhält man durch Abzählen 
oder Zusammenzählen fOr das allgemeine Glied: 
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wo JS*« bedeutet) dafs der Gröfse s alle ganzen positiven Werlhe von an 
gegeben werden sollen. 

Die Summe beider Reiben enthalt zwar noch die imaginäre Gröfse 
( — ^r)^^"^^^; wird sie aber mit y^— 3 multiplicirt, so wird sie reell und es 
ergiebt sich 

(_^r)»f»'+'>.>/-3 = (-ir)'.(-ir)».y-3 =. (-ir)'.>/r, 
folglich ist 

Oder, abgekürzt: 

(7.) r^ = -2.yi«.Si, r, = ^«i/li./rXÄ^, 
folglich ist nach (Gl. 1.) 

(8.) fx =i= (ar+iJ+a.fiJ.Si) 

x(*4 4il-^**.Äx+^-;'i*Y'-xÄa)- 

In diesem Ausdrnck befinden sich keine imaginären Gröfsen und die Wurzeln 
der Gleichung werden reell. 

Die Wurzelfactoren einer solchen Gleichung können demnach auf zweierlei 
Weise dargestellt werden : entweder iridetn man die Werthe von A, v und w 
in (Gl. 1.) einfahrt, was zwar die wahre Form solcher Gl^icbuniren ist, je- 
doch keinen Vorlheil hat« weil die. Gröfsen Vi und r^ pseudo -imaginär sind: 
oder indem man die durch <S| imd St bezeichneten Reihen summirt. Diebe 
Summirun^ der Rieihen ist nur dann nach (Gl 6.) ausfahrbar, wenn die spatern 
Glieder immer kleiner werden; was geschieht, wenn iu\r<i9 isl; diese 
Rechnung ist aber immer beschwerlich, Leichter isl die AusfOhrnng mit Hülfe 
de^ Rreisfünctionen. Zu denselben setze man 

r, = fv — yw = r — z, r, = (yp-i-y'w) = (y-f «).y^-3, 
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also 

«' - +i*+y(Vr«*+**') = +**•(« +1/(1 +^))- 

Hier ist y\^'\"r) = y "Tog^ imaginär, also kann man setzen: 



Nun ist auch 

l + lgy»«-j_j., also co»y»«= --jjr- 

Ffibrt man diesen Werth von 1 -j- -^frü in die Gleicbnngen für y und z eijD, 
80 geben sie in folgende Aber: 

r" = -i*(l-tg9>-y-l) = — 2:^5j^-(cos9)-sin9)Y-l)^ 

** « +i*(l+tg9>.>/-l) ;« +_A_-.(oosy + siny.y-l), 

0^^«^' ^«n» 75F7 = /w- ^ tY9^ = T-(-^)* «^^^»*» ^'*' 

y' = — (— |ii)*.(cos9) — siny.y— 1), 2;* = -|"(~W**(.^^9^+^*"y*»^""l)j 
daber 

Nun ist 

(cos y + «in y •/—!)* = cos 119 ± sin ny.f—l, 
also 

r = — (— i«)*.(cos |y — sin ivY-l), « = -f (— i«)*»(cos ^+ ein iv.|/-t ), 
y-« = -2.(-i«)*.cosiy, y+a: = +3.(-iii)*.8iui(ip.>/-l, 

folglich 

(9.) Ti = —2.9^—^X003^9)^ Ta = — 2.j^— öXsin^y. 
Hier ist a immer negativ, also }/— a tm//.. Der Winkel ist aus der Gleichung 

(10.) COS q>^ = —^j^ 

zu nehmen und dabei auf das Zeichen von b zu achten. lat 6 jhmIw, so 
wird co89> poMüv, also rgMjjfotkif iat ^ nyiativ, so wird cosy negtüiv 
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und Ti poriHv* Znlelst erhält man 

(11.) fx = (a?+iii±2.cosiy.|/— ^a) 

X(x-fi^qF(cosiy.y— i« — siniy.j/— «)) 
X (ar -f iJ + (cos i^ • y— i« -f sin iy . y — a)). 

Das obere Zeichen gilt fOr ein posilives, das untere fflr ein negatives b. 

Zur Berechnung von cos^^ r^ und r, kann man sich der Logarilhm$m 
bedienen. Was man fOr r^ und r2 nach (GL 6« oder 9.) und somit fflr x 
nach (Gl. 1 oder 11.) findet , sind unbegrenzte Desimalbrflche , also nur An- 
nfthemdes, und daher lifst sich die gegebene Gleichung durch keinen dieser 
Wurzelfactoren ohne Rest dividiren. Könnte man die durch iSi und S^ be- 
zeichneten Reihen durch geschlossene Gröfsen darstelleii, so wOrden die Wur- 
setfactoren vollständig sein. 

S. 23. 
Beispiele. 

A. Wenn die gegebene Gleichung die vierte oder fünfte Haupte 
form, atso keine imaginären Wurzeln hat. 

Nr.l a?*— 7a?+7 = 0, 
ar=— 7, * = +7, 4a»+27Ä^ = — 49=— 7^ ii = 7, r = l. 
Da die Gleichung die vierte Hauptform hat, aber b und u Primzahlen sind, 
so hat sie drei irrationale Wurzeln. 

yv = ;^(_J+A.y~3); fw = /(i+ A.y_3), 

ri = J^(-l + A->^-3)-v'(+i+Ä.»^-3), 

ra = (V^(-l+A-y-3) + fe + AY-3))Y-3. 

m' r 

Da hier -y- := 7 <C 9 ist, so können Ti und r, auch nach (Gl. 6.) berechnet 

werden. Es ist aber besser, nach (GL 10. und 11.) zu rechnen. 
Es ist nach (Gl. 10.) 

27h* 27 7* 

cosy« = — •3^ = ^^ = H, cosy=y'H» Iogco8y = 0,9921089—1, 

y = 10» 53' 36" ; ^^ = 3» 37' 68". 
Nun ist nach (Gl. 11.) 

cwiy.y-i« == co8 3«37'5a"Y*, Bini^.y—a = 8in9*37'58"./7 
so bweciuieD imd dies giebt 

fw » («-}■ 8,048916) . (X — 1,356896). (« - 1,693080). 
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Allgemein ist 

fx = 0?* — (n'-f ii + 7)a? + (ii^+it+7) = 0. 
fl = — (n'+it+T), 4r^it'+ii + 7, 4a»+27*'=-(2ii + l)^(fiH» + 7)'. 
Hier liegt immer eine positive Wurzel zwischen 1 und 2. Fflr n = entsteht 
obige Gleidiung; fflr n = i wird 

Nr. 2. a^—9x^9 = (a?+3,41t 474), (a?— 1,184 793).(x- 2,226681). 
Nr. 3. a?»+ar* — 7a?4-3 =0, 

a = — IS * = Vt^ 40^+27*'=:— 4.197, ii = 2, r = 197. 
Die Gleichung hat die fflnfle Hauptform, aber, da ti eine Primzahl Ist, drei 
irrationale Wurzeln. 
Man findet 

Hieraus können die Worzelfacloren der obigen Gleichung nacli (61.1.) sa- 
sammengefafst werden. 

Durch Auflösung mittels Krelsfnnctionen erhfill man 

cosy' = ^; y = 44« 68' 23"; iy = 14« 59' 28", 

cosi9>.y— |a = cos 14*> 59' 28".yV » 1,510260, 
sin^y.J'— a = sin 14* 59' 28".yV» «= 0,700479, 
2.cos^9>.y— ia == 3,020520, 
eo$^fp.y^ia — 8m^<p.]f—a «= 0,809781, 
cos^^).)''— |a -f sin i^.y—a = 2,210739, 
^A =>i = 0,333333, folgticb 
/x = (a? + 3,353853) (a? — 0,476448) (x — 1 ,877406). 

Nr. 4. ^—ms±m = 0, 

a = — m, b = ±m, 44^+27*' = i«»(— 4m -f 27). 

Ist m = »-f ^« BO Bio*' "''^ ^^^^ Wurzeln reell, aber entweder zwei, oder 
«Ifo i^M irrational f ist m<C7, so wird 40^-1- 27d' positiv und die Gleichung 
hat swei magmär» Wurzeln. Es findet sich 

a?—wue-\-m = {x ■\-n){a? •^nx'\-t^ —m)—v? •\-{n-\-\).m 

s= {»'—n){si^-\-nX'\-t^'-m)'\-ii?-^{n—\).m* 
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Daher wird 

ar = — n, wenn m = ~rr^ ^ = +••* wenn m = ^\m 

l8t m eine ganze Zahl) so kann fflr ^ niemals mk gsnser rationaler 
negativer Werth sich ergeben, wolil aber bekommt x einen ganzen rationalen 
posULven Werth, nämlich x = ^^ wenn m=:8 ist. Famer wird 

a^ — mX'\^m = (^ — 1)(^+ *— t — »•):f t 

= (j? — 2)(a:»+2a?4-4 — m)4-8 — »•• 

Ist also m^ 8^ so liegt immer eine positive irrationale Worsel i wischen 1 and 3. 
Da fOr 

m = — j^ — , X == — (n — 1) 
ist, so liegt eine negative irrationale Wurzel zwischen ft und n — 1, wenn 

Eine drilte positive Wurzel liegt zwischen n — 1 und n» wenn 

m > ^ JT", m < T ist. 

■ 

Ist o = — m, so erhalten die drei Wurzeln des entgegengesetzte Zeichen. 

B. Wtnn die gegt^tne GMfshung diß »eehite Haupfform, alto 
zwei imaginäre Wurzein kat. 

Nr. 1. «»— 6«»-f6 = 0, 

a = — 6, 6 = 4-6, 4«»+ 274' = JOS = 3.36, « = 6, r=:3. 

Nach dem Beispiel (Nr. 8. in §. 21.) hat die Gleichung drei irraüontUe 
Wurzeln. Man bilde daher nach. (Gl. 1. und 20 die Wnrselfactoren : 

,^(Vt^J-16^) = |/1 = 1, 

«'=-i* + >^(,V«'+i**) = -3 + t = -2; ;'» = ;'-2= ^^2, 

u» = -fi* + |/(,V«'+i6')=+34-l = +4; ^«t = v'4, 

ri = y»-y'«^ = — y2-J'4 = -(v'2 + y4), 

r, = (yi,+)/M,).v'-3«=(-y'2 + ^4).)/-^8=''(^2-y4).,^-.8, 
folglich 

/•x = (x+y2 + J'4)X(«~i(y'2 + j4) + l(y'2-v4).y-3) 

X(*>-i(f2 + i?4)-i(;2- ;'4).y-3). 
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Fflr die Irralionalgröfseni darch Logarithmen berechnet, ergiebt sich 

fx = (a?-f2,8473221)(a?— 1,4236610— 0,2836060.^-1) 

X («— 1,4236610 + 0,2836060 . ^-1 ). 

Nr. 2. a?'-12ar»-f-57ar— 94 = 0, 

a = 9, * = 6, 4«»-|-274' = 108.36 = 36*.3, 
« = 36, r=3, also sind p und g gan^sc Zahlen. 

Nach (§. 20. Gl. 6.) ist daher 

p' = —27 + 9.«' p» = J^-_rj«*. 

Da p' fttr jeden ganzen Werth von « negativ wird, so hat die Gleichung 
drei irtiOfonal« Wurzeln. Diese sind nach ($. 22. Gl. 1. nnd 2.) 

1^(A«*+l*')^y86'^Ö> y'r=f(-8-f6) = }'3, y'tp = /(S+6) = y'9; 

r, = f3-^9, r, = (^3+;/9).]/-3, ^^ = -« = -4, 
folglich ist 

fx « (a.:-4-y'3 + V9).(^-4+i(;3-f9)-i(yd-f v'9).i^-3) 

X(«-4-j-i(J/3-y9)+i(jB-f^9).y-3). 

Fflr die Zahlenwertbe der Irralionalgröfsen erhfilt man 

fie =^^ — 3^36216ö8)(ar — 4,3189171 — 3,050429.)^-l) 
X (a? — 4,3189171 -f 3,050429 . i^-l). 

Carlsruhe, im Mai 1851» 
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25. 

Theorömes sur les conrbes de troisi^me degr6. 

(Par Hr. George Salmon i Dublin.) 



MJe tbeoreme soivant md paratt tres fecond en eonseqaencea poiir lea 
courbes de troisieme ordre. 

i. Si d^on point quelconqae (O) d^one teile coarbe od tire a la courbe 
quaUre tangentes {OA, OB, OC, OD)^ la fonclion enharmonique de ca 

-. / sin AOB Ein €0D\ . . . « . . i. i. 

faisceau vjiJj^jgjclSJÄinJ/ conslanle. Par eonseqaent chaqae conrba 

de troisieme ordre a nne caract^ristique numöriqae qui ne change pas 
par la projeclion en qaelqa^autre transformation lioeaire. 

Car Gelte fonction ne change pas si Ton passe an point consecatif (P) 
de la eoarbe. Qn^on mene quatre tangentes da point P: cbaqne tangeata 
rencontre la iangente consecntive a son point de contact aTOc la conrbe: mala 
il est connu qne les six points O, P, Ä, B, C, D sont snr la mdme cenique. 

On pent aussi demontrer alg^briqnement h mdme proposition, en for- 
mant Fexpression gönörale de la fonction enbarmoniqne; et on tronyera qna 
eatte fonction dopend senlement dn rapport S^iT^\ ou i9 et T aont lea 
fonctions qni (comme H. Aronhold Ta feit Toir) ne changent pas par dea 
transformallons Unealres. 

Par cetle möthode on arrive anssi facilement an th^röme de M. Ärom^ 
hold, savoir quo la condition {R)^ ponr qn^ane courbe de troiaieme ordre 
paisse avoir nn point double , est de la forme 

Car requalion biquadratiqne qui donne les quatre tangentes d^nn point quel- 
conque de la courbe, et qui est de la forme 

peut ötre formee sans difficulte. Or la condition pour les deux racinea de 
cette equalion d'ötre egales, est 

{ÄE-iBD^^Cf = 27(ACE^2BCD-AD^ — EB^^Cyi 
ce qui donne direclement la formule de M. Aronhold. 

Trois racines de röquation seront ögales et la conrbe anra nn point 
de rebroussement , «si S=0^ 7 = 0. 
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Par Bolre methode on peut «ossi former ais^ment les fonctions S, T, 
que H. Aronhold n^a pas donnees explicitement 

Soit r^qaation de la courbe 
Hl x^ 4" 3flt ccV-f 3*1 ^ + *a>'^ + 3^1 xH -f hfxyz -f SJjy*« ^ Sciop«* -f 3c,y«* 

on oblient 

+ b%Cta\\ äA^+ «i*i^2) + 36/** (a A^iCa -f ^sITs^^ + f^iCihJb^) — 1 2f\aJb^Cx€^ 

+ ^^iCsOftftJ-f HiOaSjCa-f *ift»^i^4"^i^^+*i*»^^i) ~ 60/'(atÄ3ÄAc5-f-ÄA*3^i^» 

4-axa2ft3^lCa4'^*l*S<?1^3-f^*l*2^1^'ftf2^*2 6s^4~^1^3*l*3<^)'f^*»^3 

+ 24(aiC,ftJcJ -f ^1*1*3^ + *a^2^^ -f a^^bii^el -f i^rj^ftl -f *3^3«3*i) 
'^lS{a2aibib2CiC3'{'aia2bib^eiCs-\-aia^b2biC^C2)—12(aia2bi^ 

-f M3<^2«^ -f *3^2^3^ + ^^1^3*J) 4" 4 (^A«3 + ^1**^2 + ^*a^ + ^*2^3 + «1*2^ 
4" ^^^3) — 3 (i^blci -f «1*3^2 + «3*2^1) — 6 (aIMs^2<?3 + öl«3*a^l^3 + Äl^a* A^^ 

-I- 8(*ieJ + fl^d 4. flJ*J) - 27(flJ*Jc? + i4*M) ~ 12(a,aACiCi + aA^iC^c, 

4" Ä2«3*2raC34-fl2«3M3^S+^1^3*lft3^34Äl*A<?l<?3) " 6llia2*l^l«3*3 — 12 (a2*lCJl^^ 

4 a^blcibj 4- tf^&x^i«^ 4" «»«363^2 4 fl3*i<?i*3 4- «2<^*3^2) 
et 

R = T»-64iSP. 

Reprenons maintenant le tbeoreme (!•)• On en Üre la proposiüon 
suivante. 

2. Si a (leox points de la courbe P, Q, on niene des tangenles Pi^p»^ py^ p^^ 
9i9 939 ^3 9 ^49 l^s points dMnlersecUoU) Pi^ii Pifi^ Ta^s) P^9^ ^^ trouveront 
sur une conique qui passe anssi par les points P, Q. li exisle quatre 
coniques de celle sorle, donl cbacune passe par les points P, Q et par 
qualre des seize points d'intersection des tangentes. 

3. Soient P, Q les deox poinls imaginaires a Finfini anr nn cercle quel-* 
conque; aiors, suivant la definition de H. Piücker (3.), une courbe 
circulaire de troisieme degre a seize foyers^ disposes sur qualre cercles. 

CreUe*t Joarnai f . d. M. nd.XLII. Heft 3. 37 
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Senlement quatre de ees foyers sont reels. La coarbe a en oulre qq 
foyer dooble. 
Les tbeoremes (2. et 3.) sont du a M. Hart qai les a obtenas comme sait. 
D*abord la propriile caractMstiqae des ovales de Descartes est 
api-f ^?2=^> oä ^i, p2 sont les distances deqaelqae point de la coarbe a deax 
points fixes. M. Chasles a demontre qae la coarbe a de plas an foyer tel qae 
tfi9i-f^i?3=^^iv^t K- Bart B troavö Textension solvante de ce tbeoreme. 
yßoW a(fi + b(f2±CQi = la propriötö caract^ristiqae d*ane coorbe; 
alors cetle coorbe sera do qaatrleme ordre, et aara de plus nn foyer tel 
qae ai(^i±di^2±^i94 = 0. Les qaatre foyers seront disposes snr an 
cerde; et si a±b±c = 0^ la coorbe ne sera qae da troisieme degrö/* 
Une coarbe de troisieme degre aara qaatre foyers, poarva qae les termes 
les plus eleves en dp et y soienl divisibles par ^-f y'. 

Le Probleme suivant ^Les qaatre foyers etant donnis : decrirela coorbe^* 
admet deox solotions. Soient les quatre foyers A, B, C, D. Si AB, CD, 
s*entrecoapent en O; requation de la coarbe sera, ou 

(HO-f OC)(»i + (JO— 0C)p2 = ABq^ 
{B0—0D)qi^(A0-\'0D)q2 = AB^^, 
ou 

(B0—0C)(f,'{'(A0-\'0C)(f2 = AB(fs 

{B0'\'0D)g,+{A0—0D)(f2 = AB(f^. 

De ces equations on tire CD{(fiT(f2) = ^^((^3 + (^4)9 c^est a dire, la coarbe est le 
Heu giometrique de Tintersection de deux coniqoes dont les foyers sont donnes. 
Les deox courbes s^entrecoopent a angles droits au centre du cerde 
et aox trois points 0, P, Q, qui sont les interseciions des droites AB, CD; 
AC, BD; AD, BC. Les tangenles k ces points sont parellöles aux bi- 
sectears de Tangle AOC. On voit aisement que Tasymptote de la courbe 
est aussi parallele a Tune on Tautre de ces bisecteors. Donc, au moyen de la 
projection on obtient cette propositien: 

Soient P, Q, R les trois points dans lesqaels ane droite rencontre une 
coarbe de troisieme ordre, et menez les tangentes/i^i, Pi^Pi^P^^^i^^i^^^^^i' 
alors les interseciions des droites qoi joignent (j^i ^1 — p^^i)^ (P^Vs — P^V^ii 
iPi9nP59i)iP2q2^P4qA)i (Pi9i^ P*9A)(p^q2^ p^q^) seront des points de 
contact des tangentes qoi passent par JS: le quatrieme point de contact sera 
le pdle de PQ poor la coniqoe qoi passe par P, Q, Pi^i^ P%92^ Ps9si /^«^«* 
Trinity College Dublin July 24. 1851. 
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26. 



Sur la formation de l'öquation de la conrbe reciproque 

k nne conrbe donn^e. 

(Par Mr. George Salmon i Dablin.) 



Uans le- tome 41 de ce Jonroal (p. 285) M. Hesee a donne nne 
methode poar fornier T^ation de la conrbe reciproqne a nne conrbe da troi- 
sieme on quatrieme ordre. L'application de sa metbode est cependant pres- 
quMmpossible an quatrieme ordre, parceqn'elle demande ici relimination entre 
12 equations lineaires. 

Mais il me parait que la metbode qni se präsente an pir^mier abord, 
soit aassi la plas facile. Entre reqnalion de la conrbe donnee et requation 

on pourra iliminer z, et pnis y appliqner la condilion que Peqnation resultante 
en X et y ait deux racines egales. De cette maniere on ' tronve pour la 
conrbe reciproqne a la courbe: 

-\-4C2Z^y-\-6Dfz''\-6Ez''x'-\-6Fx'f-\-i2Lx'yz-\-i2Mfxz 
-\-i2Nz'xy = 0, 

et S^ = 27T\ oü 

f 4(B,Ci-B,Q- 32V/>4-3itfC,>r»y + 4(B,a-B,C,-33iD-\^SNß^)x'z 

+ 4 (C,A3—A,C,^3E]S-\-3LC,)y'x-\- 4{A,C,-Afit-'3LE-{3NA,)fz 
-f- 4(B,A^-B,A,-S3iF-\-3LB,)z'x-\-4{AiB^—Aßy^SFL-\-3aiA:,)zy 
-j- 6(A,D -2AySt-2AjN-\- 2U -f- EF)fz' 
-f 6(Ä,£;— 2B,Ar-2Ä,L-f2il!f'-fF/?)sV 
-i- 6 (C3F-2C;L-2C;il!f -f 2iV' -f- DE)xY 
^- 1 2 (ÄiC -f 2DL - EB, -FC2-MN) x'yz 
-\-i2{C,A,-\-2EM-FC,-DAi—NL)fzx 
-1-12 (^jßj -f 2FN - DAi -EB,— Lud) z'xy. 

Pour eviter des longueurs, je ne donne pas tons les termes de T. 
On obtiendra ies aulres coefGcients en permutant symetriquement les lettres 

37* 
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I 3F'Jf -f ZLA,B^ -f 2AiBl + A,B,B, - JIU^B, - 2MA^B,\ 
+ ^ l-FA^B,- 2FA,B2 - ZFLB^ \ "^ 

( 6FB,E-\- 8MB^A,-lf^DA,B^^ 6FFjiV+ 6FLB,-|- 4MA,B,\ 
-f ]-|-2IIÄÄ. -f \2LMBi — ^NAJBi-A,B^ -^A^Bfi^ a**» 

I— 9BaL»— 6&'B?- 3F»/> -1 2FJIf » ) 

4- 2 ] -f 4iV J,».+ 3FFÄ1 -f 3F0 J, -f QBJ/ -f 6ii,/IP- 62VF» 1 « Vy 

(— 3F/yAf-3£?^iBj-3Z>.lxöi ) 

{A»aQ+2C,B?-|-2A»o+6JS?Ä,Ba-|-9e^lV4-4iir-J-6PF/l!f 

^ 2 1— 8y«,Bs— 2DB^Ai-FViBj— 2FCiB^- eEStB^SDLBS z*x> 

[-3FNB,-6MNBt-eMLBi ) 

I ZELBti^DA^B.i-i t DB^A,^SNAiB,-5NB^Ai^i5FMff\ 

, ]-]-i2l/B,-\- 3F»a+ i2EMB, -f 3^,ffaC, - 2 J.Ä.Ca 

"*" )-12Li?»i— 90ilil,-6L/lf »-6Z/Afö|-3Z?F/> ' ^ 

'— SFÄ.Ci— 6ilfJ,Ä,— lößFF,— ^,Ä,Cj 

^,fi,C;— 20JiB,Ci— 20 JjfijC, 4- 2AiBfi^ \ 2BtAfii 
,-f 2C, J,ö,-}- 24i^0iCx -j- 24 ilfil,C, -| 2iNAiBi — 6£L0, 
+ ^~6JSZWBi-6öilfilj— 6ö2V:ii-6FLCi— 6FilfCi-3J,Z)» ^«'a?y 
-3ß,Ä*~ 3Ca?^- 30ilf 'JE— 30L'D - 302VF-J- 4aZ>FF 
-f- iQLlUN 

etc. 
On voit bien qne les 24 taagentes anx poioto d'iaAexioa d*nne courbe 
de quatriime ordre tonchent une covrbe de qaalrieme classe. 
Dablin, Ao«t 1851. 
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27. 

Elementarjr geometrical proof of Joachimsthars 

theorem. 

(By Hr. CA. Graves esq. prof. ai Ihe universily of Dublin.) 



JUernfflo !• If tangent planes be drawn at two points, P, P', on 
a central surface of ihe second order; and if perpendieutars be let fall 
from the pointe of contact on these tangent planes; the perpendicvtars 
will be proportional to the perpendictilars let fall from the centre of the 
surface upon the tangent planes. 

Tbis is efident in the case of the spbere; and tlie theorem may be 
extended to tbe other aarfaces by a simple defbrmalion. 

Lemma 2. LetLV be the line of inlersection of the two tangent 
planes, and let the point S be taken on it so that the lines PS, P'Sj 
make equal angles with the lines LL } then the lines PS, P'S, will be 
redprocäOjf proportional to the perpendiculars let fall from the centre 
upon the tangent planes al P and P\ 

Por tbe lines PS, P'S, are evidently proportional to Ibe perpendi- 
culars let fall from P, P', npon tbe tangent planes; and tbese, by tbe preceding 
Lemma, are proportional to tbe perpendiculars let fall from tbe centre npon 
tbe tangent planes at JP and JP. 

If the point jS^ bas been taken in L, LI, so tbat the angles PSh, 
P^STJ, are eqnal, tbe point S will be tbat the sum of wbose dislances from 
P and P is a minimum. 

Again, tbe lines PS, P'S, being tangents, are proportional bo the 
parallel semi-diameters of tbe surface. We may, tberefore, slate the result 
at wbich we bave now arrived in tbe following proposition. 

If two points on a central surface be connected bg a shortest 
line passing over the Une of inlersection of the two planes which touch 
the surface at Ihose two points; the semi^diatneters of the surface parallel 
to the two straight poriions of the shortest line will be reciprocallg pro^ 
portional to the perpendiculars let fall from the centre upon the tangent 
planes in which those poriions are respeeäoety oonfained. 

If we suppose, now, that tbe two points appro}cimale indefinitely^ we 
See, as a parlicnlar case of Ihe more general theorem jnst stated, that ^yFor 
two consecutive Clements of a shortest line traced upon the surface^ the 
product of the perpendicular let fall from the centre upon the tangent plane, 
and the semi^diafneter parallel to the Clement of the cnrve, remains the same^ 

Of this celebrated theorem it would, perbaps, be bard lo discover a 
more elementary demonstration. Mag 25, 1850. 
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28. 

De arithmetiee detenninanda area oblong! sphaerici 

e datis lateribus, et de theoremate Pythagorae 

e Planimetria in Sphaericani evehendo. 

(Auct. Dr. Chr. Gudermann, Malh. Prof. o. Monasi. Gaestph.) *) 



vlblongom spbaericam est qaadrigonam sph., cnius lalera opposila sunt 
aeqaalia et cuius angali intern! aequales sunt. Quaelibet ipsios linea diagonalis 
alteram sibi aequalem dividit in partes aequales, et oblongom ipsnm dividit in 
triangala congroa. Jam si area oblong! = a, et latera dao sunt a et ß, 
angnlus oblong! =C, patent formulae notissimae 

a = 4C— 2/1 et' tangla = — rr n^i t»^ 

*) Der Herr Proressor Dr. GudemuMn ist am 25ten Septbr. d. J. plötzlich Terstorben ; 
leider! viel zu früh für die Wissenschaft. Der obige Aufsatz und der Brief, mit wel- 
chem ihn der Herr Verfasser dem Herausgeber dieses Journals sendete, haben zwar kein 
Datum, allein das Postzeichen des Briefes besäst den 23ten Septbr., also den Sterbetag 
des Verfassers. Da nun schon daraus, dafs das Hanuscript dieses und des folgenden Au(^ 
Satzes dem Briefe auf einem und demselben Blatte unmittelbar folgt, anzunehmen ist, da& 
die Aufsätze und der Brief nicht früher geschrieben sind, so ist es ganz möglich, ond 
sogar sehr wahrscheinlich, dafs das Hanuscript der Aufsätze die letzten Worte, we* 
nigstens die letzten mathematischeti Worte sind, die der Verblichene niederschrieb. 

Der Herausgeber dieses Journals kann es sich nicht versagen, sein inniges Bedauern 
über den plötzlichen und frühzeitigen Tod des wackern Gelehrten, in welches auch gewifs 
Viele mit ihm einstimmen werden, hier auszudrücken. Herr Gudermannn war ein 
scharfsinniger und dabei ganz ungemein fleifsiger und eifriger Mathematiken Er war in 
allen Theilen dieser Wissenschaft sehr bewandert, und besafs insbesondere eine ungemeine 
Gewandtheit im Caicul. Seine zahlreichen Beiträge zu diesem Journal beweisen Dies, und 
zeigen zugleich, dafs er auch weiter vorzudringen vermochte. Man wird anericennen 
müssen, dafs er mitunter Bedeutendes geleistet und zum Fortschritt und zur weitem 
Entwicklung mehrerer Theile der Mathematik wesentlich beigetragen hat, z. B. der Spbirlk. 
Dabei war er ein bescheidner Mann, frei von Scheelsucht ond gern die Verdienste Anderer 
anerkennend und würdigend. Der Herausgeber ist aus den zahlreichen Briefen des Ver- 
storbenen an ihn, zu dieser Überzeugung gelangt. Hätte Herr Gudermann länger gelebt: 
gewifs würde ihm die Mathematik noch manches Gute und auch Neue zu verdanken ge- 
habt haben. Sein Tod brachte der Wissenschaft einen wirklichen Verlust Sanft ruhe 
seine Asche! 

Der Herausgeber ist noch im Besitz mehrerer Abhandlongen des Dahingaschiedenctt, 
welche derselbe für dieses Journal bestimmte. Er wird nicht ermangeln « sie jetzt mit 
dopi^elter Angelegentlichkeit durch dasselbe bekannt zu machen. 

Der Herausgeber« 
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qaaram altera, qaia Cs=^a-f i^^ ideoqae sin C= cos ^a et cosC=— sin^a 
est, abit in 

sinj^g co8|q 

co8|a toX\aeo%\ß — sin^a^ 

sive in formulam 

sin^a = tang^a.tangl/?^ 

qna dttce ex oblong! lateribns a ei ß optime computabis ipsius aream a, 
dommodo tang ^a . lang i/? <C 1 9 sive a'{-ß<i^ est 

Si /? =s a SQmilur, oblongnm fit quadratnm, lineae ipsius diagonales nunc 
se normaliter in partes aequales intersecant, et quadrati aream e dato ipsius 
latere a computabis ope formulae 

sin^a = tang'^a^ in qua a<CH7i^ 

Ex bis, Leclor benevolel jam perspicies, pari modo, quo in Planimelria 
e datis oblongi spbaerici lateribus a et/? adiuvante circulo spb., cuius diameter 
=:a'\'ßj et in Spbaerica geometrice inveniri latus quadrati, quod oblonge 
dato Sit aequale. 

Lineam oblongi diagonalem y facillime invenies determinatam esse formula 
cosy = cosa-f cos/9 — 1, sive cos^ = vTcos^ (a -(-/?)• cos ^(a—/9)] 
sive 

sin ir = ^(85*^'*«+ 8iVi/J). 
Quodsi supra lateribus a, ß, y trianguli rectangularis spbaerici construunlur tria 
quadrata spbaerica, quomm areae sint a, h, c, et quae construi possnnt, dummodo 
quodvis latus quadrante brevius sit, si latus y bypotenusam esse censes, erit 

cos y = cos a • cos ß, ideoque log |/^ = log ]/^ + log |/^ • Quia vero 

• • » ^1 1 — cos« .. 1 — sinla ^ .. • .. 

sinia = tng^^a = |-T-— r--9 ideoque cosg= , , . . est, ontur relalio 

® r 1— siii|c ^ f 1— sin^a » ^ M— sin^A ' 

quae adbibita functione longüudinati hyperhoUca eadem est ac 

et exprimit tbeorema Pythagoricum e Planimetria in Sphaericam translatum. 
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29. 

Superficies ellipsoidis construitur e centro dato et 
e simiaxibus datis; et plana construuntnr, qnibus 

superficies tangatur« 

(Auct. Dr. Chr. Gudermannj Math. prof. p. o. Monasl. Guestph.) 



I. Üi centro dato ducantar Ites coordinatarum axes Ox, Oy, Oz 
rectangularqs, quarum directiones sint eaedem ac axium 2a, 2ßy 2y ellipsoidis 
datae; ex eodero centro O describantur tres sphaerae, quarum radii sint a, ß, y, 
et ducatur radius arbitrarius Os^ quo superficies sphaericae secenlur in puncüs 
a, b, Cy e quibus tres lineae ap, bq, er perpendiculariter demittanUir in axes 
Ox, Oy, Oz. Lineae Op=sx, Oq^=^y, Or = z erunt tres lineae coor- 
dinatae puncti cuiusdam M in superficie ellipsoidis siti; tria nempe plana per 
puncta p, q, r iiä posita, ut tribns planis zOy, zOx, yOx sint parallela, 
per idem punctum M transibunL Ad quemlibet ergo radium Os pertinet tele 
punctum M eiusdem superficiei eilipsoldicae, quae simul tres spbaerarum super- 
ficies tangit in sex verticibus, in iis scilicet punctis, in quibus hae superficies 
ab axibus Ox, Oy, Oz continuatis secanUir. 

IL Ut planum ducas, quo superficies ellipsoldica tangatur in puncto 
modo descriplo M, praeter tres spbaeras et radium Os adbibeas tria plana 
parallela, quibus tres spbaerae tangantnr in punclis a, b, c et quibus tres 
axes Ox, Oy, Oz secentur in punctis A, B, C; planum ABC erit quaesitum. 

Demonstrationes faeillimae supprimantur harum soluUonum, quas novas 
esse censebis. 
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30. 

über das Integral /l^^^-^-^^l^^^ 



(Von Herrn Dr. Dienger j Prof. der Mathematik an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe.) 



i^— 



Oekanntlich ist für m >> und n >> : 

J z {\-z) dz — _p^„^„^ '. 

also auch 

wo a^ eine beliebige Gröfse ist. Man setze m =? r — n und macKe n >>> 
und <; 1 , r^\^ so ist 







(1) ( a^ r(r).a:" p^ Or {i-z)'*''dz 



r(n).r{r-n)J / xV ' 



j.r^n r(n\ r(^ n\ I / .rN»* r.«+A ' 



und 



r(r — W) ttr J^" p^ ttr {i — zY-^dz 



r(r) x'^" ^(^*)J (fy ^"^^ 

o \z 






Es sei nun 



•?+5+5+ ' 



• • 



also 
Ferner ist 



X ' 07* ' a:* ' X — 6 ' 



1 9 Oj = Ä, a^ = Ä , .... 



^-^ *^< x'— T^ 1 x*-" ^ 1.2 X»— "^ 

— °t I i— n o, , (1 — «)(2— w) o, , 



• • • 



Bekanntlich ist 
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dz 



also 

1-» = T(r:^' (i-ii)(2-ii) = j^jz::;!), 

(l_„)(!?_„)(3_n) = ^tE^, . . ., 
folglich 

f9\ < _ 1 ro. r(i->.) , «, j(2-») 1 o, ns-H) , . 1 

'•*'^ (X— 6)'— ~r(i— «)U* r(i) '^x*' 1X2) "T"x»' r(3) t" J 

1 yjBr r(r— W) 

/■(l _ M) "* x' * iV) 

Aus (1.) aber folgt: 

fO 1 < y_«r /'(r — m) J-" />'^ OX (1— »)"-* ^ 

'-*'•-' y'(l — ») x'* r(r) ~ r(n)r{i-n)J (£\' »"^^ 

Da jedoch -T-^^ = — ^r , so ist S-^ — — - — , also nach (2. und 3.) 

\%J z 



H)T\\—H)J X—»»' a" ' 



(X— 6)'-" JX 
und wenn man erwägt, dafs jr(»).r'(l — it)==-: : 

1 x^sxnnn n 1 (j— ^)'^^ 

(a— 6)»-» n J x—hz rs" ^^' 

' 

oder, wenn man x statt h nnd a statt x setzt: 
woraus 

d2 n 



c») /'^ 



xz (1 — ä)*'""5;'* (a — xyr^a^sinun 

folgt, in welcher Formel aber nicht x=^a, oder a = zu setzen, und 
n^l ist. Fflr n = ^ findet sich 

woraus z« B. fOr jr = : 

P_Jz__ _ 



n 



folgt, wie bekannt ist. 
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Aus der Formel (5.) Isfst sich leicht ein weit allgemeinerer Aasdmck 
ableiten, indem man beide Seiten rmal nach a differenUirt. Es ist: 

da>\ a—sz J ^ ^ ' ' (a— xzy+^ '* 

d* ( 1 \ _ (_.y, (1— w)(2— ») ...(»— n) 
a«« V (a— x)'-" / ^ ^* (o— jr)*+»— ' 

d' ( \ \ »(w-fi) ... (it-fr— i) 

da' \ o» / 0"+'' ' 

demnach 

Jlf \ l.\ 

dtf \ ifl—xf-' a" / 

/ ..y rd— »)(2— w)... (r— ») I r (1— »)(2 — w) ... (r — 1— w) tt 



■»»» 



■ w.(r— <) (1— »)(2— »)...(r— 2— w) rt(w+<) ■ , < i»(»+i)...(w4-r— m 

Demnach erhfilt man ans (5.): 

^7 N /*!__* ^ 

^ -^ y (a— jrar+* (1— 2)'-' 

w(w4-l)...(w+r^<) 1 r(l— »)(2— »)...(r-«) ■ r (1— n)(2— M)...(rwl— ») a--£ 

1.2. ..r *o"(o-xr+»-"U(n+l)...(»-fr-l)'i" 1 '(l+«X2+«)...(r-l+i»)* a 

I r.(r— 1) (1— w)(2— w)...(r— 2— n) (a—x ^ i , /«— -gN T » 

"1" 1.2 * (2-f-n)(3+M) . . . (r-1 +») ' V a / ' r\ a /Jsinw«* 

So X. B. erhalt man fflr n == ^ : 

'^ -^ y (o—x«)'-+» /(«—«•) 

1.3.5... (2r—l) 1 r. .r_ 1 a—x 

~~ 2.4.6 . . . 2r * (a— jr)V(o»_ojr) L* T j * (2r— 1) * a 

Setzt man ar = 0, so ergiebt sich hieraus 

roi ^ I r 1 , r(r—i) 1.3 , ,. 2.4.6... 2r 

C»0 1 + T*27=r+ 1.2 •(2r-l)(2r-3)+*" + ^ = 1.3.5... (2r-l)* 

Setzt man allgemeiner in (7.) a? = 0, so folgt: 

(1— n)(2— ii)...(r— w) , r (1 — w)(2— w) . . . (r— 1— ») 
m(1+«) .... (r— 1+m) t" 1 ' (l4.»)(2-f-M) ... (r— l-f») 

r(r-l) (l-n)(2-ri)...(r-2-w) , , 

f 1.2 •(2+M)(3+»)...(r— 1+M) "1 T' 

1.2 ... r 



»(»i+i) ...(«fr— 1)» 
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woraas, nach einer leichten Umformnng, 

(10.) iXr+l-n)r(n) + ^.7Xr-n)r(n+l)+I:i^ 

...^-r(l_i,)r(n-fr) = r(r4-l) 



sm nn 



folgt.. Hier, wie in allem Vorstehenden, ist r eine positive ganze Zahl ^0, 
n ^^- Für n = ^ erhält man aus (10): 

...+ra)r(r + i) = 7i/Xr+l). 

Rflcksichtlich Dessen , dafs oben unendliche Reihen angewendet wurden, 
die nur insofern gelten, als sie convergent sind, wfire zu bemerken, dafs 
die gefundenen Resultate, also namentlich die Gleichung (5.), auch nur gelten, 
insofern die angewandten Reihen convergent sind. Jedoch ist klar, dafs die 
Gleichung (5.) und also auch (7.) gelten, so lange alle Elemente der be- 
treffenden Integrale endlich sind; was sich nach bekannten Sätzen recht- 
fertigen läfst. 

Sinsheim, Ende Januar 1847. 
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31. 

Die liagrangeHohe UmkehrungsformeK Ihrecter 

Beweis des TVi^/orschen Satzes. 

(Von Herrn Dr. Dienger, Prof. der Mathematik an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe.) 



JLfie bekannte Lagrangesc\\e Formel, welche y aus der Gleichung 

nach steigenden ganzen Potenzen von x giebt, ja selbst eine beliebige Function 
F{y) von y, ist namentlich von CaucAy, dem die Wissenschaft so viel ver- 
dankt, strenge abgeleitet worden. Im Folgenden werden wir den Grundge- 
danken Cauchy'9 im Allgemeinen folgen, um die höchst wichtige Formel 
zu beweisen. Zugleich haben wir dabei die Absicht, die Tayforsche und 
l¥Laclaurinsc\ie Formel durch direcle Summirung der unendlichen Reihe zu 
suchen. Nach unserer Meinung sind nämlich Entwicklungen in unendliche 
Reihen unzuläfslich, wenn ein geschlossener Ausdruck, wie es jede bestimmte 
Function einer Gröiie im Allgemeinen ist, nicht einer unendlichen Reihe gleich 
sein kann,, sondern blofs einer endlichen, also geschlossenen Reihe. Dagegen 
aber kann er die Grenze (und dies Wort in dem Sinne genommen, welchen 
ihm Dirksen in dem ^Organon der gesammten transcendenten Analysis'^ bei- 
legt) einer unendlich fortscheitenden Reihe sein. Aber eben deshalb mufs die 
Aufgabe so gestellt werden, die Grenze dieser Reihe zu finden, wenn sie 
eine solche hat, d. b. convergent ist. Die allgemeine Aufgabe bezflglich des 
Afoc/aurmschen Satzes «ist also: nicht aus f{x) die Reihe 



•r ^1 .r>x . JT? 



(«■) m T f/"(ö^ + o-^"^^^ + 



• • 



zu finden, sondern vielmehr nachzuweisen, dafs die Grenze der Reihe, deren 
allgemeines Glied 

/•co)+-fr(0)+~-r(0; +••• +-rT~r>(0) 

ist, f{x) sei) oder, in gewoboliclier Weise gesprochen, ifSt die Summ« der 
Reibe (o.) gleich f{x) ist. 



288 St, Di enger, die Lagrangesche U$nkehruf%g$formel eie. 

I. 

Es sei die unendlicli forllanrende Reihe 

(1.) 9>(0) + f 9^'(Ö) + Äy"(0)+ ••• 

gegeben, von der man wisse, dafs sie convergent ist innerhalb gewisser 
Grenzen von x. Man stalle nun die Anfgabe, die Summe dieser Reihe 
innerhalb derselben Grenzen von x zu finden. Dafs 9(0), 9^(0), • • ., 
welche die bekannte Bedeutung haben, endlich und unzweideutig bestimmt sind, 
folgt schon daraus, dafs man weifs, die Reihe sei convergent. 

Betrachtet man den endlichen Ausdruck 

^(0)+ j-y'(0)+j^9"(0)+ ... -f ^-£l-yW(0) = X, 

SO kommt die Aufgabe darauf hinaus, die Grenze zu finden, welcher sich 
X„ mit unendlich wachsendem n nShert. 

Es sei « eine unendlich kleine Gröfse, so ist bekanntlich 

q>(2e)-q>(t) y(«)— y(0) 
,«"/m_-2[(!h:'iP'(^)— ' « __ y(2«)-2y(«)4.y(0) 



>t f 



y(w)-rqp((r-~l)«)+'il:^l_l)y((r_2)«) (~ir»(0) 

yCO(O) == Li- , 

wie es, auf die angegebene Art fortschliefsend, unmittelbar folgt. Heifst nun 
X die Summe der Reihe (1.) und bezeichnet man durcli 



®V^(n) 

den Werth, dem sich die Function y^(n) fflr unendlich zu nehmende n 
nfthert, so ist 

also 

■ /xY »(r«>-»y(»^i)«-t-^Mry(0) I , /•jrv y(««)-»y(>»-i)«+-M)"y(0) 1 

*""rv«/ 1.2...r ' ^\tJ 1.8...« ^J 



• • . 




oi. Diengurj die hagrangesche Umkehrungsformel eic, 389 

Offenbar aber konmt diese Gleichqng auf Folgendes zurQck: 



+(f)-^-(f)'T+ - (-D^CfTia^ 

+(fy^'--(-i)-'(f)"rT5^ 



] 



•••+nrT;(f)"'">(»')]. 

wenn man erwägt, dafs 



f 



®[«-(f)+i^(f)"-ri3(f)"+-] 

ist. Die Gröfse X ist also auf die Samme der unendlich fortschreitenden Reihe 

(3.) «-^y(0) + «~'(-f)y(«)+jl-(-f)V^9'(20 + i7o(f)**''^y(3«)+... 
reducirl. Der Bedingung fär e wird Genüge geleistet, wenn man € = — setzt. 



wobei, wie flberall, n unendlich grofs angenommen wird. Man darf also X 
als die Summe der unendlich fortschreitenden Reihe 

'"^('»+'«-K^)+Ä-"*(v)+SiKv)+-+n5Kv)+- 

ansehen, d. h. es ist 

® [^,(0)+„.->(|) + i^^(^) + ... + Ei<PiT)+ 



• • • 



ir-*— » 



Bekanntlich aber ist die Gröfse i fflr »^=00 Null, wenn r<iHj denn es 

^^* r^= 4 ^r^ = 4 2**^ .> ;:^ ;?^ ^ ^*^ offenbar fflr 
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n = oo Null sein wird. Von dem Ausdruck fOr X bleibt also blofs das Glied 

übrig,. wenn man annimmt, dafs 9>(0), ^(e), 9(2€), ... <f^(j:) endlich seien, 
d. h. dafs ip{x) von a? = bis x = x endlich sei. 

Die vorgelegte Aurgabe ist also jetzt auf Berechnung des Ausdrucks (4.) 
zurückgeführt. Nun ist: 



n" 



n n n 1 



• - ■ ■« • . • 



l...n 12 n 



1 






n ^— n 



n"e 



i \ 



gn^y "/.e^ "A..e^ '• ' c".<?^^ "^^ ^* «z**^** "^ v " / 

Es ist aber für r<;»: 

also 

'(«-^)+'(i-f)+'0-4)+-+'('-^) 



Da hier n unendlich grofs ist, so ist 



ÜW == .c-*)"*' 



/» + ! 

zu setzen, d. h. 

'0-^)+'0-|-)+-+'0-^) 

= -"[0+2:3 +3:4+r5 + •••]• 

Um den Ausdruck 

<^*-) 0+0-+0-+'" 

zu saoiaiiren, bemerken wir, dafs 
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also wenn man integrirt: 



^+(l-x)/(l-x) = ^ + ^ + ^ + 



t «.3 «.4 



ist« Da sich die Seite rechts dieser Gleichung fOr x = i auf den Aus- 
druck (5.) reduciri und dieser convergent ist, indem es der gröfsere Ausdruck 

^t T 2* T 31 T 

ist, die Seite links aber für x = l auch ==: 1 wird, weil bekanntlich 
Null ist för x = i: so erhält man 



< -L_Lj__L4._L4. 1 



und also 



i.2 1^2. 3 ' 3.4 ^4.5 



.'(-^)+'(-f)^--^'(-v^) 



•— N 



ffl^ it = c», demnach 

ne"* 1 ^ 

1 . . . w . e" . e"** 

fOr iic=oo, und somit 

X = <p{x)^ . 
d. h. 

(6.) y(0) + f y'(0)+^(p''(0)+y^<W ••• = v(^); 

vorausgesetzt, dafs die Reihe convergent sei, wobei also natürlich die Gröfsen 
9(0), q>'{0)^... als endlich angenommen werden müssen, und dafs 9(^) 
endlich sei fflr alle Werthe von z, von z = bis z = x, diese Grenzen 
eingeschlossen. 

Diese Formel (6.) ist die bekannte Maclaurinsche Formet. 

Man setze hier 

so ergiebt sich unmittelbar: 

(7.) f(x)+zr(x)i^:^rw+ ••• = r(«+^). 

wenn die Reihe convergent ist, wobei also ^(d?), /^(d?), .. . endlich ange- 
nommen sind', und wenn /*(> -f ^) endlich ist fOr alle Werthe von y, von 
y == bis y = Zy diese Grenzen mit eingeschlossen. 

Crette^s Jonniftl t d. M. Bd. XLn. Heft 4. 39 
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Nach diesem, wie es scheint, völlig strengen Beweise des wichtigeD 
Tioy/orschen Theorems, bei welchem zugleich alle Bedingungen seiner Existenz 
zum Vorschein kommen mufsten, was eben die Folge dieser Art die Reihen 
za betrachten ist, wenden wir un^s zu dem andern der beiden Theoreme. 



II. 

Es sei f(ü) eine Function von u, die so beschaffen ist, dafs /(O), 
/^(O), /"'(O), ... alle endlich sind; dafs ferner f(u) endlich ist von u = 
bis u=^z, und f{0) nicht Null. Nun sei die Gleichung 

(8.) z — xf{z) = 

gegeben, so ist für 27 = offenbar 2r = 0, und umgekehrt, fflr 2^ = auch 
ar=:0; d. h. die Gleichung (8.) hat eine Wurzel z=y, die so beschaffen 
ist, dafs sie fflr 2r = sich auf Null reducirt Zugleich wollen wir annehmen, 
dafs diese Wurzel nicht auch zugleich die Gleichung 

\-xf\z) = 

befriedige, oder dafs nicht zu gleicher Zeit 

(9.) y — xf{y)^(i und \—xf\y) = 

sei ; was darauf hinausläuft, anzunehmen, die Wurzel sei eine einfache Wurzel 
der Gleichung (8.). Da x eine willkflrliche Gröfse ist, so werden wir uns 
also X von bis zu einem Werthe k gehend vorstellen , der so angenommen 
ist, dafs von x = Q bis x = k die Gleichungen (9.) nicht zu gleicher Zeit 
Statt haben können. Zugleich ist nach den gemachten Vioraussetzungen klar, 
dafs innerhalb gewisser Grenzen von z, nach dem Theoreme (6.): 

(10.) /•(5s)^/'(0)+^r(0)+j^r(0)-f ••• 

ist, d. h. dafs, wenigstens für numerisch kleine Werthe von z, f{z) sich in 
eine nach steigenden positiven Potenzen von z fortgehende Reihe entwickeln 
lasse, oder genauer, dafs es der Grenze einer solchen Reihe gleich sei. 

Ganz eben so folgt (nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch ausge- 
drflckt), dafs 

z — xfX^) 

sieh in eine nach ganzen positiven Potenzen von z fortgehende Reihe eoi^ 
wickeln lasse ^ und da 

y^xfiy) = 
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ist, so folgt nach einem bekannten Theoreme: 

(11.) z-xf(z) = {z-y)yj(z), 

wo iff{z) die 'nfimliche Eigenschaft zukommt. Die Gleichung (11.) aber ist 
eine identische} woraas sich ergiebt, dafs sie aach Statt hat, wenn man nach 
z allein differentiirt , d. h. es ist auch: 

(12.) i-xfiz) = V(^) + (a^-r)V'«- 
Ans (11. und 12.) folgt: 

i-^f'(') _ _L-4.tS^ oder 

j-l3 -V .»— -tA«) »— r ^ V(«) 

V^(a) i-jrf'(z) I 

V/(«) z — jpfiz) z — y 

Auch die Gleichang (13.) ist eine identische Gleichuiig. Lfifst also eine 
Seite derselben sich in eine nach ganzen positiven Potenzen von z fortschreitende 
Reihe entwickeln, so muft aach die andere sich eben so entwickein lassen. 
Ist F{z) eine Function von z, von der Art, dafs JP(0), JP'(O), /^"(O), ... 
alle endlich sind, und ist jP(ti) endlich, von ti==0 bis ti = i2r^ so Ififst sich auch 

\} — — in eine nach ganzen positiven Potenzen von z fortschreitende Reihe 

entwickeln; wenigstens innerhalb gewisser Grenzen von z. Aus (13.) folgt 
nun , dafs identisch 

n41 v/(z) F(z)-F(0) ^ i^a:f(z)F(z)-F{0) 1 F(s)~F(0) 

^ *^ %p(z) z z — j:f(z) z z — y z 

sei. Offenbar hat die Seite links dieser Gleichung die Eigenschaft, sich nach 
ganzen positiven Potenzen von z entwickeln zu lassen. Denn da i^(0) nicht 
Null ist, wie sich aus (11.) ergiebt, so sind 9?(0), 9>^(0), 9)''(0), ... endlich, 

wenn (p{z)==^--j-^ ist. Ferner ist dann auch ^(ti) endlich von ti =0 bis u=zz. 

Die Seite rechts der Gleichung (14.) mufs sich also ebenfalls in eine nach 
ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihe entwickeln lassen. 

Nun ist 



T+Ä'0-f^w) 
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Da X beliebig ist, so kann man sich o; auch so klein vorstellen, dafs, was 
auch z sei , der Modalus von — f(^z) <C 1 ist. In diesem Falle ist aber 

also 

Ferner ist 

indem, wenn x klein ist, auch y klein ist, weil y mit or verschwindet, so dafs 
man x immer so klein annehmen kann, dafs der Hodulus von — <Cl ist. 

Setzt man zur Abkürzung f(z) =: Z und bezeichnet durch 

5" 



den Werth von ^(^'") = g|^((/«r) für 5r = 0, so ist irn^h (6.): 
Ferner ist 

d (mV ^ r(f{z)y , ^'^f^^' _ rZ^ , fe'^' 

Betrachtet man dieses, so erhfilt man ans (15. und 16.) 
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i—xf(z) 1_ 

z — xf{z) z~y 

a;'r 2Z: 1 e ^ , 1 ö» ^2 , __2s_ ö* ^^ , 1 

arT rZ; (r-1) 3 „, 1 g-'Z^, , 1 9^^ , 1 

r L a'^+» s' ÖS ^" l...(r— 1) s'^s'-^T^L-ir+l) e«'+» ^^ J 

^[-y+xZ,+f*.^.^+I^.^.ZS+...+ ,^.^.Z8+...] 

+ ^[-r+r{f.z:+^.|.zä«+-^'.^.zr'+.-.] 



Man multiplicire diesen Ausdruck mit 
SO erbfilt man als Coöfficienten von ^ in der Entwicklung: 

i 

w 

-f F'(0)-:j4f"(0)-j;^F'"(0) -£--Fc^>(0)- ... 



T^ Ln+l'öas-'l...« "»■»+1* 1.2 'e«-»*l ...(n— 1) 

3 jw>(0) 8"-» Z;-^' , 1 

f n^* 1.2.3* 8s»-» 'l...(»—2) + " J 



Da aber 



^\2r^'F'{z)\ = ^(Z-+V.ü"(«)+^i?«'(«)^.Z'+H-» 



so ist offenbar der Codfficient von -i 
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+ f (ZF'(«))„+ j^4 (Z*F'(*)>„+ 5^.^ CZ?F'(z)X^ . . . 

wenn man durch ^-(Z-F'C«)),, den Werth bezeichnet, den ^•(Z'"F'(ar)) 

fflr 2 = annimmt. 

Da sich aber die Seite rechts der Gleichung (14.), was auch x sei, 
för Werlhe Ton z innerhalb gewisser Grenzen nach ganzen positiven Potenzen 
von z mufs entwickeln lassen, so folgt, dafs der Ausdruck (17.) identisch 
Null sein mufs. 

Ist daher die Reihe 



• • • 



I 
convergent, in welchem Falle sie nach (6.) gleich F(y) — Piff) ist, so ist 

es auch 

* d 



f (ZF'(«)),+ 5^.^(Z^F'(«r))o+ 



•»•••» 



and umgekehrt. Unter dieser Voraussetzung erhält man demnach 

(18.) F(y) = F(0)-f--f (/•(«). F'(ar))„-f^.^(/X«)'.F'(«))„ 

welche Formel die yerlangte Umkehrungsformel ist. Wiederholen wir also 
das Obige, so gilt sie unter folgenden (gleichzeitigen} Bedingungen: 

1. Wenn f(z) so beschaffen ist, dafs f{ü) endlich ist yon ii = bis u = y, 
AO), /"(O), rW, .... alle endlich sind und f(0) nicht Nu» ist; 

2. Wenn F{z) die gleichen Eigenschaften hat, wie f{z)^ nur dafs F(0) 
auch Null sein darf; 

3) Wenn die Reihe (18.) convergent ist. 
Alsdann ist 

y der Werth von z, welcher der Gleichung 

% — xf{z) = 
genagt, vorausgesetzt, dafs nicht zugleich 

\-xf\y) = 0, 
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ist| und welcher die Eigenschaft hat, mit x zu verschwinden, x darf 
nur dann den Werth k annehmen , wenn yon ar = bis x = k die 
letztere Gleichung nicht Statt haben kann. 

Dafe diese letztere Bedingung durchaus nothwendig sei, ersiebt man auch 
daraus, dafs bei der vorausgesetzten Convergenz von 

die Gröfse F(u) einen endlichen Werth bekommt, för atte Werthe von tf =0 
bis u = y, also auch die Gleichung (18.) gelten mufs fttr alle Werthe von 
x = an bis x = x (resp. Ar). 

Setzt man jP(y)=:y, so ist 

(19.) y = f AO)+i^-^(n.«+l^-|.(/-(»«+ -, 
unter den so eben ausgesprochenen Bedingungen. 

Man setze in der Formel (18.), A«+«)^ ^(«+«) statt /(ar), F(z) 
und y — 4i statt y, so erhfilt man: 

F(y) = F(ii)-|-f (/'(«).F'(«)),+j^.^(/1[»)«F'(«)),+ ... 
oder auch 

(20.) F(y) = F(a) + ^Cf(a).r(a):^ + ^.^(inafF\a))+..< 

wenn f(u) endlich ist, von ti =a bis u = yf wenn /(a), f(ä)j f\a\ . . . 
alle endlich sind und ^(n) nicht Null ist; wenn F{n) die nAmlichen 
Eigenschaften hat, nur dafs F{a) auch Null sein darf; und wenn die 
Reihe convergent ist. 

Alsdann ist y — a der Werth von z, welcher der Gleichung s? = or/l^a -f «) 
genügt, d. h. es ist y — as=sxf(y)^ oder y ist der Werth von z, der der 
Gleichung 

z = a-^-xfiz) 

genflgt, wenn fflr keinen Werth von x, von bis x, 

1 = xr(y) 

ist, und welcher Werth die Eigenschaft hat, dafs er gleich a wird fflr ar=0. 

Ist 

(21.) (p(z) = X 
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und soll y nach den aufsteigenden Potenzen von x entwickelt werden, so sei 

^ = ^^'^^ 

eine Function von z, welche die Bedingungen der Function f(z) in (18.) 
erfallt, also so, dafs V^(0), V^'(O), ... endlich sind, V'(O) nidht Null und 
V;(«} von ti = bis u = z endlich sei: so ist 

z = xxp{z)^ 
und wenn y der Werth von z ist, welcher der Gleichung (21.) genOgt und 
mit X verschwindet, welcher Werth als einfache Wurzel der Gleichung (21.) 
auftreten soll, so ist: 

(22.) r = ^v'(0)+i^.|.(v(*))Ho3-^-(V'<^))o+ •••; 

vorausgesetzt, dafs diese Reihe convergent und y^iu) endlich sei, von tr = 

bis ti = y; y(«) ist =^. 

Diese Reihe eignet sich zur Auflösung der Gleichung 

(p{z) = «"-{-^1*""'* + ^^""*+ ••• +^'— 1« = ^9 
wo X eine beliebige Gröfse ist. y ist alsdann die Wurzel, welche mit x 
zugleich verschwindet. Es ist hier 

und II..1 darf also nicht Null sein. 

Specielle^' Anwendungen tibergehen wir. 

Sinsheim, im Februar 1847. 
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32. 

Tafel der kleinsten positiven Werthe von Xi und x^ 
in der ganzzahligen Gleichung «ia?2 = «2^i + l* 

(Vom Herausgeber.) 

(Der Akademie der Wissenschaften zu Berlin in einer ihrer Classensitzungen vorgelegt.) 



Uer Herausgeber dieses Journals hat gelegentlich vor mehreren Jahren 
eine Tafel der kleinsten positiven Werthe von Xi und X2 fflr die Gleichung 

(1.} 0^X2 = fl2^1~f"l9 

in welcher aj, 02^ ^19 ^2 ganze Zahlen sein sollen und ai^^a ist, bis zu 
«1 = 120 berechnet. 

Bekanntlich ist bei Untersuchungen in der Theorie der Zahlen häufig 
die Auflösung ganzzahliger Gleichungen ersten Grades wie (1.) nölhig, und 
es ist unbequem, die Rechnung in jedfun vorkommenden Valle machen zu 
müssen. Es ist offenbar besser, wenn diese Rechnung ein für allemal ge-* 
macht wird, damit nicht Jeder, d^m sie vorkommt, von Neuem sie ausfuhren 
dürfe. Und auch aufscrdem kommt die Auflösung von Gleichungen wie (1.) 
in mancherlei Fällen vor; nemlich überall, wo zu irgend einem in gröfse^en 
Zahlen gegebenen Verhälinifs ein demselben möglichst nahe kommendes 
Verbältnifs in kleineren Zahlen gesucht wird ; z. B. bei der Vergleichung von 
Maafsen, Gewichten, MOnzen u. s. w. 

Da auf solche Weise die oben bezeichnete Tafel auch Andern von 
Nutzen sein kann, so theilt der Herausgeber sie hier mit. 

Der Tafel vorausgehend, möge aber berichtet werden, auf welche Weise 
sie berechnet worden ist, damit die verschiedenen Erleichterungen, deren man 
sich dabei bediente und welche die ganze Arbeit bis auf sehr Weniges ver- 
minderten, von Denen, die c^twa geneigt sein möchten, die Tafel, wie es zu 
wOoschen ist, weiter fortzusetzen, ohne Weiteres benutzt werden können. 

Hätte man nämlich die Werthe von x^ und X2 für alle die verschie* 
denen Werthe von a^ und für alle zu jedem a^ ihetler fremden 02, deren zu- 
sammen hier bis zu ii^ = 120 schon über 4000 Paare sind, nach irgend einer 
der bekannten Auflösungs-Arten der Gleichung (1.) berechnen wollen, z. B. nach 
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der Bachetschen Art, mittels Yerv^andlung von — ^ in einen Kettenbrach, wel- 
ches Verfahren für einzelne Fälle immer noch das bequemste ist, so würde 
die Rechnung ungemein viel Zeit und Mühe erfordert haben und, eben dadurch, 
auch mehr oder weniger unsicher geworden sein. Es kam also auf Erleich'^ 
ternngamitlel der Rechnung an, nnd deren giebt es mehrere. Zum Beispiel 
folgende. Mittels derselben ist die Tafel aufgestellt worden. 

I. Man nehme, da vermöge der Gleichung (1.) Oj und Xi alle die 
Factorenpaare von n^X2 — 1 sind, von a^ die Vielfachen, etwa bis sum 
lOfachen, so geben die Factorenpaare dieser Vielfachen weniger 1, unmittelbar 
die zu üy und x^ gehörigen Werthe von a^ und x^. Da x^^ bis zu iix = 17, 
nicht 10 abersteigt, so läfst sich die Tafel auf diese Weise bis zu 11^ = 17 
mit geringer Mflhe vollständig aufstellen« Auch für gröfsere Hx kann man, 
wenn man will, das. Verfahren anwenden und gelangt dadurch unmittelbar zu 
mehreren Werthen von Oj und Xx. 

II. Da die Gleichung (1.) nichts anderes ist als 

(2.) ai(a2~j:2)+l = (h(ßi—^d'» 
so kann man, wenn 02 — x^ durch p und a^ — x^ durch q bezeichnet wird, 
willkürlich ^==: 1, 2, 3, • • . 10 setzen; dann giebt jedes Factorenpaar von 
Oip-^-i zusammengehörige Werthe von üi und q, also 1I2 unmittelbar und 
darauf Xi=^ai — q und X2=^a2 — p. So kann man wieder mehrere, be- 
sonders gröfsere Werthe von fi2> ^i und X2^ unmittelbar und mit geringer 
Mflhe finden. Z.B. für 0^ = 31, Oj — a?2==;t> = 4 gesetzt, giebt iii;f-|-l==12ö 
= '5.25, also «2 = 25 und q = ai — 0:1 = 5; also a?i = 31 — 5 ==26 und 
X2 = a2 —p r= 25 — 4 = 21. 

IIL Die Gleichung (1.) ist auch nichts anderes als 

(3 ) (ai'\'nx,)x2 = («2+ nT2)Xi^i ; 
wo n jede beliebige ganze Zahl sein kann. Also dieselben Werihe voir Xi 
und X2^ welche man für kleinere a^ und a^ gefunden hat, gehören anch zo 
allen den gröfserenVfevWieii ai'\-nxi und (h-^^f^^i von Hj und o,, und man 
braucht sie biofs in die fortgesetzte Tafel hineinzuschreiben. Z.B. für «i=7 
und 02 = 5 ist J7| = 4 und 072 = 3; also ist auch für «^ = 11, 15, 19, 23, ... 
und ii2 = 5, 8, 11, 14, . .., ari = 4 und jr-, = 3. 

IV. Da die Gleichung (1.) auch so viel ist als 

(4.) {na, — Xx)a2 = (««2 — ^^2)111 + 1, 
wo n wieder jede beliebige ganze Zahl sein kann, so sind Qi und 02 gleich- 



32. Tafel, die gaUzzahluje Gleichung a^j\^=^a^x^-\-i betreffend. 301 

iDfifsig die zu allen Werlhen na^ — x\ und na^ — X2 von Qi und ai in (1.) 
gehörigen Werthe von x^ und x^^^ und man darf sie daher nur wieder in die 
forlgeselzle Tafel hineinschreihen. Z. B. für «i = 7 und «3 ==: 5 isl x^^ '--= 4 
und X, =:r3; also sind 7 und 5 gleichmäfsig die Werthe von J^i und x^ für 
die Werihe mäi — j:r/=10, 17,24,31, ... und w^/^ — ^2 = 7, 12, 17,22^... 
von tf| und «2- 

V. Da in der Gleichung (1.) 02 und x^ verwechselt werden können, 
so füllt jedes für x^* und x^ gefundene Werthenpaar, für das gleiche aj, 
zwei Steilen in der Tafel aus; die wenigen Fälle ausgenommen, wo ai^=^x^ 
ist. Z.B. für //ji = 31 und 192== 9 ist j:*| = 24 und 2^2 = 7; also ist auch 
für 0^ = 31 und «2 = 24, d?jj = 9 und x^-^l. Dieses Umstandes wegen 
sind schon überhaupt fast nur die Udifte der Werthe von x^ und x^ zu 
suchen nöthig. Desgleichen folgt hieraus, dafs Xi für das gleiche a^ alle 
Werthe von Ui durchlaufen mnfs; was zur Probe der Rechnung dient. 

VI. Wenn in der Gleichung (1.) r/j oder x^ mit irgend einer ganzen 
Zahl tn aufgeht, so gehören zu demselben a^ und x^ auch die Wertbe — ^ 

und füx^, oder ina^ und — ^, von a^ nnd x^. Z.B. für ^1 = 37 und a2==22 

tu 

ist 0:1 = 5 und X2 = 3; also isl auch für fi^z=ii^ Xi = 10 und 072 = 3* 

VII. Eben so: wenn X2 durch m theilbar ist, gehören zu mai und 

-^ Meselben Werthe von 02 und jt^, wie zu a^ und X2. Z.B. für iit = 52 

nnd 0^2=^24, ist 112 = 43 und j?is=:29; also ist auch für ii] = 104 und 
X2t=12, 02^=43 und ari=:29. 

VIII. Für diejenigen 1I2, welche in Hi-f 1 aufgehen, so dab z. B. 

o 4-1 
02= '' ist, sind die zugehörigen Xi=^ai — n und 4^2 = «2 — 1; denn, 

diese Werihe von 112, x^ und J72 "d (^O gesetzt, giebl öi(ä2 — 1) = ä2(äi— n)*[-l 
oder — ai= — »Ä2-f 1 oder — ä^ = — öj — 1 -f 1 ; wie gehörig. Z. B. für 
a, = 87 und «2="22 ist w=4, also a:j = 87~4 = 83 und j'2=22— 1=21. 

IX. Da die Gleichung (1.) nichts anderes ist als 

(50 («1 + ^^2)0:2 = a2(^i + ^^a) + l9 
so gehören zu den Wertben iii-j-fia2 und Oi von Ui und 02 die Werthe 
Xi'^nx2 nnd X2 von Xi und 0^2» Z.B. zu ai==17 und 07:= 5 gehören 
a^i = 10 und X2=^d\ also gehören zu a^ := 22, 27, 32, 37, . . . and 1I3 =: 5 
die Werthe 13, 16, 19, 22, . . . von x^ und 3 von ^2. 

40* 
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X. Ist die Tafel bis zu irgend einem Werthe von a^ vollständig 
aufgestellt, z.B. durch das Hälfsmittel (I.) bis zu «1 = 17, so lassen sich 
weiter, je für ein um 1 gröfseres a^^ die Werthe yon x^ und x^ 'in allen 
verschiedenen a,, die kleiner ah \a sind, aus der voUstfindigen Tafel wie 
folgt mmrntlich unmittelbar finden; also auch diejenigen x^ und x^^ zu den 
Wertben von Oz <C i^i gehörig, welche die andern Hfllfsmittel noch nicht ge- 
liefert haben. Bezeichnet man nemlich durch tii und i#2 die zu a^ — Hs und 
zu (h<i\ai gehörigen Werthe von Xi und X2^ wo nun ai>>17 sein kann, 
so dafs 

(6.) {Ui — Ä2)«'2 = (h^i^\ 

ist, so findet man f/x und tio in der vorhandenen voUsIfindigen Tafel für alle 
£fi<CiÄi; jedoch nur für diese, weil in (6.), gemäfs (1.), a^ — a^^Oi^ also 
a2<Ü^i sein mufs. Hierauf giebt (6.) 

(7.) a^iij = fl2(Wi+«'2)4-l9 
und folglich sind die zu a^^VI und a2<^\a^ gehörigen Werthe von Xi 
und X2 gleich tii-j-tij und t/j. Z.B. färax=18 und ä2 = 7 ist «i — 112== 11 
und fflr 11 und 7 giebt die bis ai=17 reichende Tafel tii=3 und «2=2; 
also sind die zu ax = 18 und 112'= 7 gehörigen Werthe von Xi und X2 gleich 
ti4-]-ti2 = 5 und ti2 = 2. » 

XI. Da das Mittel (X.) nur die zu ^i>>17 und a^^^^h gehörigen 
Werthe von Xi und X2 giebt, so fehlen noch die zu (h'^k^i gehörigen 
Werthe von x^ und x.. Diese finden sich, wie folgt, ohne weitere Hülfe 
der vorhergehenden Tafel unmittelbar aus den Werthen von x^ und X2 für 
a2<i\a alle; also auch diejenigen, welche nicht etwa die andern Hfllfsmittel 
schon gegeben haben. Bezeichnet man nemlich durch Vi und r, die zu Oi 
und ai — (h gehörigen Werthe von x^ und X2^ so dafs 

(8.) a^V2 = (^ii — Ä2)ri+1 
ist, wo nun v^ und v^ gerade diejenigen Werthe von x^ und X2 sind, die 
durch das Hülfsmittel (X.) gefunden wurden, so sind die zu Qi und (h ge- 
hörigen Werthe von x^ und X2 folgende: 

(9.) Xi == tti — f, und X2 = (h-\'^2 — ^1* 
Denn, diese Werthe von Xi und X2 in (1.) gesetzt, geben «i(a2^«^2 — ^i) 

=^ ^2{fh — ^i) -}" ^ ^^^^ ^i^2 =" (^i — «2) «^i-f I9 und dies ist die Gleichung (8.). 
Z.B. für 0^ = 18 und äi — 02 = 7 (also Ö2 = 11>1äi) gab das Hfllfs- 
mittel (X.) t?! = 5 und Tj = 2; also ist fflr üi = 18 und «2 = 11» 
a?, = 18 — 5 = 13 und a?2 = ll -f 2 — 5 = 8. 
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XII. Statt durch das Hälfsmittel (XL) kann man auch noch wie folgt 
die zu üi und a2>^ai gehörigen a:i und x^ finden. Bezeichnet man nemlich 
die zu hl und 62 gehörigen Werthe x^ und x^ durch Wi und t^s, so dafs 

(10.) hiW^ = h^Wi-\'\ 
ist, so ist auch 

(11.) {bi'\'nw^W2 = (h2-{-nw2)wi-}-l^ 
wo n jede beliebige ganze Zahl sein kann. Sucht man nun ein bi^^Oi-^-nwi 
aus, zu dessen W2 ein grofses b^ gehört, so dafs h^^w^^ \a ist, so geben 
Wi und Wi die zu h^-^- nwi=^ a^ und ^2+ wm^2 = «2 > 1« gehörigen Werthe 
von.a?! und X2. Z.B. für «1=106 giebt fti = 95 mit U7i = ll, Jj = 69 
und 11^2=8; also ist für £ii = 95 + ll = 106 und «, = 69 + 8 = 77, x^ = \\ 
und j?2 = 8. 

Diese verschiedenen HQlfsmittel haben die Aufstellung der Tafel in 
dem Maafse erleichtert, dafs dazu zusammen nur etwa .16 Arbeitsstunden 
nöthig waren. 

Es wfire zu wünschen , 4fifs Jemand , der Zeit und Beruf dazu hat, 
die Tafel wenigstens bis «1 = 1000 fortsetzen möchte. 

Berlin 1851. 

Umstehend folgt die Tafel. 
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fl, ,r, X, 
1 1 

«,=2 



»i *i n. 
1 1 1 



1 2 1 

2 1 1 



OjäIO j Cl^=:15 



a, =19 1 fl, =23 



"a -r, *•; 



a. 



=^4 



I», jr, X, 

1 3 1 
3 1 1 



1 
2 

3 

4 



4 
2 
3 
1 



1 
1 
2 
1 



«• «, Ä', 
1 5 1 
5 1 1 

a,^7 



n 



1 
2 
3 
4 
5 
6 



6 

3 
2 
5 

4 
1 



1 
1 
1 
3 
3 
1 



a, *, x. 



1 
3 
5 
7 



7 1 

5 2 

3 2 

1 1 



«,=9 



n., r, ar.. 



1 
2 

4 
5 
7 
6 



8 
4 
2 
7 
5 



1 
1 
1 

4 
4 



1 1 



1 9 

3 3 

7 7 

9 1 



1 
1 
5 
1 



r/,=H 



1 
2 
S 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 



10 
5 
7 



a?., 



1 
1 
2 



8 3 
2 1 



9 
3 
4 
6 
1 



5 
2 
3 
5 
I 



a,=12 



«, ». *. 



1 11 

5 7 

7 5 

11 1 



1 
3 
3 
1 



aj=13 

«t *i '* 

1 12 

2 6 



3 
4 
5 
6 



4 
3 
5 
2 



7 11 

8 8 

9 10 

10 9 

11 7 

12 1 



1 
1 
1 
1 
2 
1 
6 
5 
7 
7 
6 
1 



«,«14 

«, dP, X, 

1 13 1 

3 9 2 

5 11 4 

9 3 2 

II 5 4 

13 1 1 



/i, .r, x^ 



1 14 

2 7 
4 11 

7 2 

8 13 
11 4 

13 8 

14 1 



1 
1 
3 
1 
7 
3 
7 
1 



a. 



= 16 



1 15 

3 5 

5 3 

7 9 

9 7 

11 13 

13 11 

15 1 



1 
1 
1 
4 
4 
9 
9 
1 



</. =17 



1 

1 
2 
3 
4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 



"^1 
16 



i 



8 1 
11 2 



4 
10 
14 
12 

2 



1 
3 
5 
5 
1 



15 8 
5 3 



3 

7 



2 
5 



13 10 
6 5 
9 8 
1 1 



11^ = 18 



1 17 

.5 7 

7 5 

II 13 

13 11 

17 1 



1 
2 
2 

8 
8 
1 



o, X, A-, 



1 
2 

3 



18 
9 
6 



4 14 

5 15 



6 
7 
8 
9 



3 
8 
7 
2 



1 
1 

1 
3 
4 
1 
3 
3 
1 
9 
7 



10 17 

11 12 

12 11 7 

13 16 11 

14 4 B 

15 5 4 

16 13 11 

17 10 9 

18 1 1 



a. 



20 



"» *i 't 

1 19 1 

3 13 2 

7 17 6 

9 11 5 

11 9 5 

13 3 2 

17 7 6 

19 1 1 

«^^=^21 



I», X, 



w^ 



1 20 1 

2 10 1 

4 5 1 

5 4 1 
8 13 5 

10 2 1 

11 19 10 
13 8 5 

16 17 13 

17 16 13 

19 11 10 

20 1 1 

0, =22 



1 21 

3 7 

5 13 

7 3 

9 17 

13 5 

15 19 12 

17 9 7 

19 15 13 

21 1 1 



1 
1 
3 
1 
7 
3 



•"» •*! "^t 

1 22 1 

2 11 1 

3 15 2 

4 17 3 

5 9 2 

6 19 5 

7 13 4 

8 20 7 

9 5 2 

10 16 7 

11 2 1 

12 21 11 

13 7 4 

14 18 17 

15 3 2 

16 10 7 

17 4 3 

18 14 11 

19 6 5 

20 8 7 

21 12 11 

22 1 1 



a,=24 



/», se, dP, 



1 23 

5 19 

7 17 

11 13 

13 11 

17 7 

19 5 

23 1 



1 

4 
5 
6 
6 
5 
4 
1 



a,»25 



rt. 



1 24 

2 12 



3 

4 
6 
7 
8 



8 
6 

4 
7 
3 



1 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
4 
4 
1 



9 11 

11 9 

12 2 

13 23 12 

14 16 9 

16 14 9 

17 22 15 

18 18 13 

19 21 16 

21 19 16 

22 17 15 

23 13 12 

24 1 1 



26 



1 25 
3 17 



1 
o 



5 5 1 

7 11 3 

9 23 8 

11 7 3 

15 19 11 

17 3 2 

19 15 11 

21 21 17 

23 9 8 

23 1 1 



fl. =29 



fl,=27 



tK 



ar.. 



1 


26 


1 


2 


13 


1 


4 


20 


3 


5 


16 


3 


7 


23 


6 


8 


10 


3 


10 


8 


3 


U 


22 


9 


13 


2 


1 


14 


25 


13 


16 


5 


3 


17 


19 


12 


19 


17 


12 



20 4 3 

22 11 9 

23 7 6 

25 14 13 

26 1 1 



fl,=28 



1 27 



3 9 

5 11 

9 3 

11 5 

13 15 

15 13 

17 23 14 

19 25 17 

23 17 14 

25 19 17 

27 1 1 



1 
1 
2 
1 
2 
7 
7 



1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 



•^1 
28 
14 
19 

7 
23 
24 

4 
18 
16 
26 
21 
12 
20 

2 
27 

9 
17 

8 

3 
13 
11 
25 

5 

6 

22 
10 

15 
1 



1 

•) 

A 

2 
1 
4 
5 
1 
5 
5 
9 
8 
5 
9 

1 

14 
5 

10 
5 
2 
9 
8 

19 
4 
5 

19 
9 

14 
1 



fl,=r30 

ff, a?, «^ 

1 29 1 

7 17 4 

11 19 7 

13 23 10 

17 t 4 

19 11 7 

23 13 10 

29 1 1 



31 



1 30 

2 15 

3 10 



4 
5 
6 
7 



23 
6 
5 

22 



8 27 

9 24 

10 3 

11 14 

12 18 

13 19 

14 11 

15 2 



't 
1 
1 
1 
3 
1 
1 
5 
7 
7 
1 
5 
7 
8 
5 
1 



[ 16 29 15 



fl, =3! 

"t *, *» 

17 20 11 

18 12 7 

19 13 8 

20 17 11 

21 28 19 

22 7 5 

23 4 3 

24 9 7 

25 26 21 

26 25 21 

27 8 7 

28 21 19 

29 16 15 

30 1 1 



fl,=32 

«, *, X, 

1 31 1 

3 21 2 

5 19 3 

7 9-2 

9 7 2 

11 29 10 

13 27 11 

15 17 8 

17 15 8 

19 5 3 

21 3 2 

23 25 18 

25 23 18 

27 13 U 

29 11 10 

31 1 1 



II, =33 

ff, «, «, 

1 32 1 

2 16 1 

4 8 1 

5 13 2 

7 14 3 

8 4 1 
10 23 7 

13 5 2 

14 7 3 

16 2 1 

17 31 16 

19 26 15 

20 28 17 
23 10 7 

25 29 22 

26 19 15 

28 20 17 

29 25 22 

31 17 16 

32 1 1 



32. Tafel, die gtmxzahlige Gleichung «[X, = «,T,-fl betreffend. 305 
= 34 «.=37 «,=39 o,=41 | «,=43 «,=45 o,=47 «,=49 



5 27 

7 39 
9 15 



19 25 t4 

31 31 13 

33 31 21 

25 19 U 



1 3t 1 

3 17 1 

3 33 3 

1 3« 3 

« 29 5 

8 13 3 

9 31 a 
tl 19 6 
13 33 II 



18 33 17 

19 11 6 
23 37 17 



5 7 1 

7 S 1 

11 13 * 

13 11 4 

17 19 9 

19 17 9 

23 95 1« 

35 33 1< 

39 31 35 

31 3« 35 



1 36 
S 18 
3 13 



13 3 1 

13 17 8 

U 29 11 

15 33 13 

16 30 13 

17 13 6 

18 3 1 



22 5 3 

23 8 5 

34 30 13 

35 34 33 
2« 27 19 
37 36 19 
28 33 35 
39 14 II 

30 le 13 

31 31 36 

32 15 13 

33 38 35 

34 35 33 

35 19 18 

36 1 1 



7 37 

« 31 

11 31 

13 35 1 



29 17 13 
31 11 9 
33 33 30 



«,=39 


", *. *. 


1 36 1 


3 19 1 


4 39 3 


5 31 4 


7 11 2 


B 34 7 


10 35 9 


11 7 3 


14 35 9 


16 17 7 


17 1« 7 


19 2 1 


20 37 19 


32 33 13 


23 33 13 


25 14 9 


38 33 33 


29 4 3 


31 5 4 


32 38 33 


34 8 7 


35 10 9 


37 30 19 


38 1 1 


«,=40 


a, !t, *>, 


1 39 1 


3 13 1 


7 17 3 


9 31 7 


11 39 8 


13 8 1 


17 7 3 


19 31 10 


31 t9 10 


33 33 19 


37 37 35 


2» 11 8 


31 9 7 


33 33 19 


37 «7 35 


39 1 1 


«,=41 


"t 'i 't 


1 40 1 


3 30 1 


3 37 3 


4 10 1 


5 8 1 


< 34 5 


7 35 8 


8 S 1 


9 9 3 


10 4 1 


1 2« 7 



13 17 
13 33 

U 38 13 { 



15 30 11 

16 33 9 

17 13 5 

18 35 11 

19 38 13 
30 3 1 
21 39 30 
33 13 7 

33 16 9 

34 29 17 

35 in II 
26 11 7 
37 3 2 

36 19 13 
39 34 1? 

30 15 II 

31 37 38 
33 32 25 

33 3« 39 

34 6 5 

35 7 e 



38 14 13 

39 31 SO 

40 1 t 



1 41 1 

5 35 3 

11 19 5 

13 39 9 

17 37 15 

19 11 5 

33 31 17 

35 5 3 

29 13 9 

31 33 17 

37 17 15 



1 43 1 

3 31 1 

3 14 1 

4 33 3 

5 17 3 
S 7 1 

7 6 1 

8 16 a 

9 19 4 

10 30 7 

11 39 10 
13 25 7 

13 33 10 

14 3 1 

15 30 7 



18 31 13 

19 9 4 

30 15 7 

31 2 1 
22 41 31 
33 28 15 
24 34 19 
35 13 7 



36 38 33 


27 35 23 


38 23 15 


29 40 27 


30 10 7 


31 18 13 


43 4 3 


33 13 10 


34 34 19 


35 37 23 


36 37 31 


37 36 M 


38 26 3.1 


39 U 10 


40 29 27 


41 22 31 


42 1 1 


«.=44 


T, X, a. 


1 43 1 


3 29 2 


5 35 4 


7 25 4 


9 39 8 


13 37 8 


15 41 14 


17 31 13 


19 37 16 


31 33 11 


33 31 11 


35 7 4 


37 13 8 


39 3 3 


3t 17 12 


35 5 4 


37 19 16 


39 9 8 


41 15 14 


43 1 1 


.,=45 


a, X, X, 


1 M 1 


3 33 1 


4 11 1 


7 38 5 



n 


= 


45 


". 


ar, 


iT, 


16 


14 


5 


17 


37 


14 


19 


26 


11 


23 


2 




33 


43 


22 


36 


19 


11 


28 


8 


5 


39 


31 


20 


31 


29 


20 


32 


7 


5 


34 


41 


:ii 


37 


17 


14 




13 


11 


41 


34 


31 


43 

44 


33 

1 


32 
1 



16 8 3 I 14 16 5 I 



41 34 31 


43 33 32 


44 1 1 


«,=46 


", -<■, ', 


1 45 1 


3 15 1 


5 9 1 


7 13 3 


9 5 1 


11 35 6 


13 7 3 


15 3 1 


17 27 10 


19 39 13 


31 35 IS 


25 11 6 


37 17 10 


29 t» 13 


31 43 39 


33 39 38 


35 21 16 


37 41 33 


39 33 38 


41 37 33 


43 31 39 


4S 1 1 


«,=47 


". ', '. 


1 46 1 


3 23 1 


3 31 3 


4 35 8 


5 38 3 


6 39 S 


7 30 3 


6 4t 7 


9 36 5 


tfl 14 3 


U 17 4 


13 43 11 


13 18 S 


14 10 3 


15 29 B 


16 14 15 1 



32 32 15 

33 37 26 

34 39 31 

35 4 3 

36 30 23 

37 33 36 

38 31 17 



43 19 17 

43 13 11 

44 16 15 

45 34 33 



5 19 3 

7 41 6 

11 13 3 

13 11 



17 ; 



11 



19 5 

33 25 13 

35 33 13 

39 43 36 

31 17 11 

35 37 37 

87 35 27 

41 7 6 

43 39 36 



17 33 8 

18 19 7 

19 18 7 
30 32 9 

22 20 9 

23 17 8 

24 3 1 

35 47 24 

26 33 17 

27 29 16 
39 27 16 
30 31 19 
;)1 30 19 
33 36 17 

33 46 31 

34 36 25 

36 34 35 

37 45 34 

38 9 7 

39 5 4 

40 11 9 

41 43 36 

43 41 36 

44 10 9 

45 37 34 

46 33 31 

47 35 34 



9 II 3 

11 t 3 

13 23 6 

17 47 16 

19 31 8 

31 19 8 

33 13 6 

87 37 30 

29 31 18 

31 39 18 

33 3 3 

37 37 80 

39 41 32 

■11 3» 32 

*3 43 37 

47 17 16 



306 32. Tafel j die gmizzahlige Gleichung a^a:^=sa^x^'{^^ beireffend. 



/i, =51 

n, jr, j?, 

1 50 1 

2 25 1 

4 38 3 

5 10 1 

7 29 4 

8 19 3 

10 5 1 

11 37 8 

13 47 12 

14 40 11 

16 35 11 

17 8 3 
20 28 11 

22 44 19 

23 31 14 

25 2 1 

26 49 25 

28 20 11 

29 7 4 

31 23 14 

32 43 27 
35 16 11 

37 11 8 

38 4 3 

40 14 11 

41 46 37 

43 32 27 

44 22 19 

46 41 37 

47 13 12 

49 26 25 

50 1 1 



tf. =52 



«. 



1 51 
3 17 



5 

7 
9 



31 
37 
23 



11 33 

15 45 

17 3 

19 41 

21 47 

23 9 

25 27 

27 25 

29 43 

31 5 

33 11 

35 49 



37 
41 



7 
19 



43 29 

45 15 

47 21 

19 35 

51 1 



i 
1 

3 

5 

4 

7 

13 

1 

15 

19 

4 

13 

13 

24 

3 

7 

33 

5 

15 

24 

13 

19 

33 

1 



«1 = 53 

n, X, X, 

1 52 1 

2 26 1 

3 35 2 

4 13 1 

5 21 2 

6 44 5 

7 15 2 

8 33 5 

9 47 8 

10 37 7 

11 24 5 

12 22 5 

13 4 1 

14 34 9 

15 7 2 

16 43 13 

17 28 9 

18 50 17 

19 39 14 

20 45 17 

21 5 2 

22 12 5 

23 23 10 

24 11 5 

25 36 17 

26 2 1 

27 51 26 

28 17 9 

29 42 23 

30 30 17 

31 41 24 

32 48 29 

33 8 5 

34 14 9 

35 3 2 

36 25 17 

37 10 7 

38 46 33 

39 19 14 

40 49 37 

41 31 24 

42 29 23 

43 16 13 

44 6 5 
.45 20 17 

46 38 33 

47 9 8 

48 32 29 

49 40 37 

50 18 17 

51 27 26 

52 1 1 

£/. =54 



«,=54 



a 



X 



(I 



1 53 

5 43 

7 23 

11 49 10 

13 29 7 

17 19 6 



1 
4 

3 



6 

3 



2 "*! 

19 17 

23 7 

25 41 19 

29 13 7 

31 47 27 

35 37 24 

37 35 24 

41 25 19 

43 5 4 

47 31 27 

49 11 10 

53 1 1 



«4=56 



ttj =55 

n, ar, x, 

1 54 1 

2 27 1 

3 18 1 

4 41 3 

6 9 1 

7 47 6 

8 48 7 

9 6 1 

12 32 7 

13 38 9 

14 51 13 

16 24 7 

17 42 13 

18 3 1 

19 26 9 
21 34 13 

23 43 18 

24 16 7 

26 19 9 

27 2 1 

28 53 27 

29 36 19 

31 39 22 

32 12 7 
34 21 13 

36 29 19 

37 52 35 

38 13 9 

39 31 22 

41 4 3 

42 17 13 

43 23 18 

46 49 41 

47 7 6 

48 8 7 

49 46 41 

51 14 13 

52 37 35 

53 28 27 

54 1 1 



1 
3 
5 
9 
11 



55 
37 
11 
31 
5 



13 43 

15 41 

17 23 

19 53 

23 17 

25 47 

27 29 

29 27 

31 9 

33 39 

37 3 

39 33 

41 15 

43 13 

45 51 

47 25 

•51 45 

53 19 

55 1 



1 
2 

1 

5 

1 
10 
11 

7 
18 

7 
21 
14 
14 

5 
23 

2 
23 
11 
10 
41 
21 
41 
18 

1 



«,=57 



ri 



1 
2 
4 

5 

7 
8 



56 
28 
14 
34 
8 
7 



X., 



10 17 

11 31 



1 
1 
1 
3 
1 
1 
3 
6 
8 
1 
9 
3 



13 35 

14 4 

16 32 

17 10 
20 37 13 

22 44 17 

23 52 21 

25 41 18 

26 46 21 

28 2 1 

29 55 28 

31 11 6 

32 16 9 

34 5 3 

35 13 8 
37 20 13 

40 47 33 

41 25 18 

43 53 40 

44 22 17 

46 26 21 

47 40 33 



a, = 57 



n, 



w.. 



49 50 43 

50 49 43 
.'2 23 21 
53 43 40 

55 29 28 

56 1 1 

«,=58 



A, 



3 *l 

1 57 



't 
1 
1 
2 
4 
7 
4 



4 

2 



3 19 

5 23 

7 33 

9 45 

11 21 

13 49 11 

15 27 7 

17 \% 5 

19 3 1 

21 11. 

23 5 

25 51 22 

27 15 7 

31 43 23 

33 7. 4 

35 53 32 

37. 47 30 

39 55 37 

41 41 29 

43 31 23 

45 9 7 

47 37 30 

49 13 11 

51 25 22 

53 35 32 

55 39 37 

57 1 1 

«, = 59 



n. 



^t . ^v 



1 58 

2 29 



1 
1 
2 
3 

4 
5 
5 
3 
2 
9 
3 



3 39 

4 44 

5 47 

6 49 

7 42 

8 22 

9 13 

10 53 

11 16 

12 54 11 

13 9 2 

14 21 5 

15 55 14 

16 11 3 

17 52 15 

18 36 11 

19 31 10 

20 56 19 



a,=59 

«, X, ar, 

21 14 5 

22 8 3 

23 41 16 

24 27 11 

25 33 14 

26 34 15 

27 24 11 

28 40 19 

29 2 1 

30 57 29 

31 19 10 

32 35 19 

33 25 14 

34 26 15 

35 32 19 

36 18 11 

37 51 32 

38 45 29 

39 3 2 

40 28 19 

41 23. 16 

42 7 5 

43 48 35 

44 4 3 

45 38 29 

46 50 39 

47 5 4 

48 43 35 

49 6 5 

50 46 39 

51 37 32 

52 17 15 

53 10 9 

54 12 11 

55 15 14 

56 20 19 

57 30 29 

58 1 1 

«, = 60 



a, = 61 



A. X, 



^2 



1 59 1 

7 17 2 

11 49 9 

13 23 5 

17 7 2 

19 41 13 

23 13 5 

29 31 15 

31 29 15 

37 47 29 

41 19 13 

43 53 38 

47 37 29 

49 11 9 

53 43 38 

59 1 1 



1 
2 
3 

4 
5 



60 
30 
20 
15 
12 



6 10 

7 26 

8 38 

9 27 

10 6 

11 11 

12 5 

13 14 

14 13 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
3 
5 
4 
1 
2 
1 
3 
3 
1 
5 



15 4 

16 19 

17 43 12 

18 44 13 

19 16 5 

20 3 1 

21 29 10 

22 36 13 

23 53 20 

24 33 13 

25 39 16 

26 7 3 

27 9 4 

28 37 17 

29 21 10 

30 2 1 

31 59 30 

32 40 21 

33 24 13 

34 52 29 

35 54 31 

36 22 13 

37 28 17 

38 8 5 

39 25 16 

40 32 21 

41 58 39 

42 45 31 

43 17 12 

44 18 13 

45 42 31 

46 57 43 

47 48 37 

48 47 37 

49 56 45 

50 50 41 

51 55 46 

52 34 29 

53 23 20 

54 35 31 

55 51 46 

56 49 45 

57 46 43 

58 41 39 

59 31 30 

60 1 1 



11 45 
13 19 
15 33 
17 51 



«,=62 

«» «I *, 

1 61 1 

3 41 2 

5 37 3 

7 53 6 

9 55 8 
8 
4 
8 
14 

19 13 11 

21 59 20 

23 35 13 

25 57 83 

27 39 17 

29 47 32 

33 15 8 

35 23 13 

37 5 3 

39 27 17 

41 3 2 

43 49 34 

45 11 8 

47 29 22 

49 43 34 

51 17 14 

53 7 6 

55 9 8 

57 25 23 

59 21 20 

61 1 1 

«,=63 



A. 



1 
2 

4 
5 



62 
31 
47 
25 



1 
1 
3 
2 
7 
7 
7 
6 



8 55 

10 44 

11 40 
13 29 

16 59 15 

17 37 10 

19 53 16 

20 22 7 

22 20 7 

23 52 19 

25 5 2 

26 46 19 
29 13 6 

31 2 1 

32 61 31 
34 50 27 

37 17 10 

38 58 35 

40 11 7 

41 43 28 
43 41 28 
U 10 7 

46 26 19 

47 4 3 



38. Tafel, die ganzzahlige Gleichung a^x^ ss a^Xi'{'l betreff etid. 307 



«• «^1 ^i 

50 34 27 

52 23 19 

53 19 16 
55 « 7 

58 -38 85 

59 16 15 

61 32 31 

62 1 1 

a,=64 

«» *i ^i 

1 63 1 

3 21 1 

5 51 4 
7 9 1 
9 7 1 

11 29 5 

13 59 12 

15 17 4 

17 15 4 
19 87 11 
21 3 1 
23 25 9 
25 23 9 
27 45 19 
29 11 5 
31 33 16 
33 31 16 
35 53 29 
37 19 11 
39 41 25 
41 39 25 
43 61 41 
45 27 19 
47 49 36 
49 47 36 

51 5 4 
53 35 29 
55 57 49 
57 55 49 
59 13 12 
61 43 41 

63 1 1 

•^ = 65 

S *. ^t 

1 64 1 

2 32 1 

3 43 2 

4 16 1 

6 54 5 

7 37 4 

8 8 1 

9 36 5 
11 59 10 

18 27 5 

14 51 11 

16 4 1 

17 42 11 

18 18 5 



«, w, a^ 

19 41 12 

21 34 11 

22 62 21 

23 48 17 

24 46 17 

27 12 5 

28 58 25 

29 56 25 

31 44 21 

32 2 1 

33 63 32 

34 21 11 

36 9 5 

37 7 4 

38 53 31 

41 19 12 

42 17 11 

43 3 2 

44 31 21 

46 24 17 

47 47 34 

48 23 17 

49 61 46 
51 14 11 
53 38 31 
54. 6 5 

56 29 25 

57 57 50 

58 28 25 

59 11 10 

61 49 46 

62 22 21 

63 33 32 

64 1 1 



«r, =66 



«f 



t 
1 
5 
7 
13 



1 
1 
5 
1 
8 



65 

13 

47 
5 
17 31 
19 59 17 
23 43 15 
25 29 11 
29 25 11 
31 17 8 
35 49 26 
37 41 23 
41 37 23 
43 23 15 
47 7 5 
49 35 26 
53 61 49 
59 19 17 
61 53 49 
65 1 1 



if f = 67 



n 



2 
1 

2 

3 
4 
5 
6 
7 



66 
33 
22 
50 
40 
11 
19 



8 25 

9 52 

10 20 

11 6 

12 39 

13 36 

14 43 

15 58 

16 46 

17 63 

18 26 

19 7 

20 10 

21 51 

22 3 

23 32 

24 53 

25 8 

26 18 

27 C^ 

28 55 

29 30 

30 29 

31 54 

32 23 

33 2 

34 65 

35 44 

36 13 

37 38 

38 37 

39 12 

40 5 

41 49 

42 59 

43 14 

44 35 

45 64 

46 16 

47 57 

48 60 

49 41 

50 4 

51 21 

52 9 

53 24 

54 31 

55 28 

56 61 

57 47 

58 15 

59 42 

60 48 

61 56 

62 27 



1 
1 
1 
3 
3 
1 
2 
3 
7 
3 
1 
7 
7 
9 
13 
11 
16 
7 
2 
3 
16 
1 

11 

19 

3 

7 

25 

23 

13 

13 

25 

11 

1 

33 

23 

7 

21 

21 

7 

3 

30 

37 

9 

23 

43 

11 

40 

43 

30 

3 

16 

7 

19 

25 

23 

51 

40 

13 

37 

43 

51 

25 



a,=67 



63 
64 
65 
66 



17 16 

45 43 

34 33 

1 1 



«.=68 



1 
3 
5 
7 
9 
11 
13 
15 
19 
21 
23 
25 
.27 
29 
31 
33 
35 
37 
39 
41 
43 
45 
47 
49 
53 
55 
57 
59 
61 
63 
65 
67 



67 
45 
27 
29 
15 
37 
47 
9 
25 



'» 
1 
2 
2 
3 
2 
6 
9 
2 
7 



55 17 
65 22 



19 
5 
7 



7 
2 
3 



57 26 

35 17 

33 17 

11 6 

61 35 

63 38 

49 31 



3 
13 



2 
9 



43 31 

59 46 

21 17 

31 26 

53 46 

39 35 

41 38 

23 22 

1 1 



ff. =69 



••t 

1 

2 

4 

5 

7 

8 

10 

11 

13 

14 

16 

17 

19 

20 

22 

25 



68 



1 



34 1 



17 
55 



1 

4 



59 6 

43 5 

62 9 

25 4 

53 10 

64 13 

56 13 

4 1 

29 8 

31 9 

47 15 

11 4 



a^=69 

II, X, a?, 

26 61 23 

28 32 13 

29 19 8 

31 20 9 

32 28 13 

34 2 1 

35 67 34 

37 41 22 

38 49 27 

40 50 29 

41 37 22 

43 8 5 

44 58 37 
47 22 15 

49 38 27 

50 40 29 

52 65 49 

53 13 10 

55 5 4 

56 16 13 

58 44 37 

59 7 6 

61 26 23 

62 10 9 

64 14 13 

65 52 49 

67 35 34 

68 1 1 



«,=70 



1 
3 



-1 
69 
23 



X, 



9 31 
11 19 



2 
1 
1 

4 
3 
8 
9 
3 
1 



13 43 

17 37 

19 11 

23 3 

27 57 22 

29 41 17 

31 9 4 

33 53 25 

37 17 9 

39 61 34 

41 29 17 

43 13 8 

47 67 45 

51 59 43 

53 33 25 

57 27 22 

59 51 43 

61 39 34 

67 47 45 

69 1 1 



a,=71 



1 

2 
3 

4 
5 



70 
35 
47 
53 
14 



X. 



6 59 

7 10 

8 62 

9 63 
10 7 



1 
1 
2 
3 
1 
5 
1 
7 
8 
1 

11 58 9 

12 65 11 

13 60 11 

14 5 1 

15 52 11 

16 31 7 

17 25 6 

18 67 17 

19 56 15 

20 39 11 

21 27 8 

22 29 9 

23 37 12 

24 68 23 

25 17 6 

26 30 11 

27 21 8 

28 38 15 

29 22 9 

30 26 11 

31 16 7 

32 51 23 

33 43 20 

34 48 23 

35 2 1 

36 69 35 

37 23 12 

38 28 15 

39 20 11 

40 5^31 

41 45 26 

42 49 29 

43 33 20 

44 50 31 

45 41 26 
46^54 35 

47 8 2 

48 34 23 

49 42 29 

50 44 31 

51 32 23 

52 15 11 

53 4 3 

54 46 35 

55 40 31 

56 19 15 

57 66 53 

58 11 9 

59 6 5 

60 13 11 



61 
62 



64 55 
8 7 



«,=71 

#», X, x^ 

63 9 8 

64 61 55 

65 12 11 

66 57 53 

67 18 17 

68 24 23 

69 36 35 

70 1 1 

«,=72 



«,=73 



11 13 
13 11 



1 71 1 

5 43 3 

7 41 4 

2 

2 

17 55 13 

19 53 14 

23 25 8 

25 23 8 

29 67 27 

31 65 28 

35 37 18 

37 35 18 

41 7 4 

43 5 3 

47 49 32 

49 47 32 

53 19 14 

55 !7 13 

59 61 50 

61 59 50 

65 31 28 

67 29 27 

71 1 1 

«,=73 

lt. X, X, 

1 72 1 

2 36 1 

3 24 1 

4 18 1 

5 29 2 

6 12 1 

7 52 5 

8 9 1 

9 8 1 

10 51 7 

11 53 8 

12 6 1 

13 28 5 

14 26 5 

15 34 7 

16 41 9 

17 30 7 

18 4 1 

19 23 6 

20 62 17 

21 66 19 

22 63 19 



li, X, 

23 19 



6 

24 3 1 

25 35,12 

26 14 5 

27 27 10 

28 13 5 

29 5 2 

30 17 7 

31 40 l7 

32 57 25 

33 42 19 

34 15 7 

35 25 12 

36 2 1 

37 71 36 

38 48 25 

39 58 31 

40 31 17 

41 16 9 

42 33 19 

43 56 33 

44 68 41 

45 60 37 

46 46 29 

47 59 38 

48 38 25 

49 70 47 

50 54 37 

51 10 7 

52 7 5 

53 11 8 

54 50 37 

55 69 52 

56 43 33 

57 82 85 

58 39 31 

59 47 38 

60 45 37 

61 67 56 

62 20 17 

63 22 19 

64 65 57 

65 64 57 

66 21 19 

67 61 56 

68 44 41 

69 55 52 

70 49 47 

71 37- 36 

72 1 1 

«,=74 



"l *l *5 

1 73 1 

3 49 2 

5 59 4 

7 21 2 

9 41 5 

11 47 7 

13 17 3 

15 69 14 
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£1, =74 

"7 ^. ^. 

17 13 S 

19 35 9 

2t 7 2 

23 45 14 

25 71 24 

27 63 23 
29 51 20 
31 31 13 

33 65 29 
35 19 9 
39 55 29 
41 9 5 
43 43 25 

45 23 14 
47 11 7 
49 3 2 

51 29 20 
53 67 48 

55 39 29 
57 61 47 
59 5 4 
61 57 47 
63 27 23 
65 33 29 
67 53 48 
69 15 14 
71 25 24 
73 1 1 

*l, Ä7, JT, 

1 74 1 

2 36 1 
4 56 3 

7 32 3 

8 28 3 
11 34 5 

13 23 4 

14 16 3 

16 14 3 

17 22 5 
19 71 18 

22 17 5 

23 13 4 

26 49 17 

28 8 3 

29 31 12 

31 -29 12 

32 7 3 

34 11 5 

37 2 1 

38 73 37 
41 64 35 

43 68 39 

44 46 27 

46 44 27 

47 67 42 
49 26 17 

52 62 43 

53 58 41 

56 4 3 



a, =75 



n 



X. 



58 53 41 

59 61 48 

61 59 48 

62 52 43 
64 41 35 

67 47 42 

68 43 39 
71 19 18 

73 38 37 

74 1 1 

a. =76 



a, = 77 



a 



-1 
1 75 
3 25 



1 
1 
1 
6 
7 



5 15 

7 65 

9 59 

11 69 10 

13 35 6 

15 5 1 

17 67 15 

21 47 13 

23 33 10 

25 3 1 

27 45 16 

29 55 21 

31 49 20 

33 23 10 

35 13 6 

37 39 19 

39 37 19 

41 63 34 

43 53 30 

45 27 16 

47 21 13 

49 31 20 

51 73 49 

53 43 30 

55 29 21 

59 9 7 

61 71 57 

63 41 34 

65 7 6 

67 17 15 

69 11 10 

71 61 57 

73 51 49 

75 1 1 

«,=77 



1 
2 

3 
4 
5 
6 



-1 

76 

38 

51 

19 

46 

64 



8 48 

9 17 



1 
1 
2 
1 
3 
5 
5 
2 



"2 ^1 

10 23 

12 32 

13 71 

15 41 

16 24 

17 9 

18 47 

19 4 

20 50 

23 10 

24 16 

25 40 

26 74 

27 57 

29 69 

30 59 

31 72 

32 12 
34 43 

36 62 

37 52 

38 2 

39 75 

40 25 

41 15 
43 34 

45 65 

46 5 

47 18 

48 8 

50 20 

51 3 

52 37 

53 61 

54 67 

57 27 

58 73 

59 30 

60 68 

61 «63 

62 36 

64 6 

65 45 

67 54 

68 60 

69 29 

71 13 

72 31 

73 58 

74 26 

75 39 

76 1 



3 

5 
12 

8 

5 

2 
11 

1 
13 

3 

5 

13 
25 
20 
26 
23 
•29 

5 

19 
29 
25 

1 
38 
13 

8 
19 
38 

3 
11 

5 
13 

2 
25 
42 
47 
20 
55 
23 
53 
42 
29 

5 
38 
47 
53 
26 
12 
29 
55 
25 
38 

1 



a, =78 



X. 



1 

5 

7 

11 



77 

31 

11 
7 
17 55 12 
19 41 10 



1 
2 
1 
1 



a,=78 

«, X^ X, 

23 61 18 

25 53 17 

29 43 16 

31 5 2 

35 49 22 

37 59 28 

41 19 10 

43 29 16 

47 73 44 

49 35 22 

53 25 17 

55 17 12 

59 37 28 

61 23 18 

67 71 61 

71 67 61 

73 47 44 

77 1 1 



«1 = 



1 
2 
3 

4 
5 
6 
7 



78 
39 
26 
59 
63 
13 
45 



8 69 

9 35 

10 71 

11 43 

12 46 

13 6 

14 62 

15 21 

16 74 

17 65 

18 57 

19 54 

20 75 

21 15 

22 61 

23 24 

24 23 

25 60 

26 3 

27 38 

28 31 

29 49 

30 50 

31 28 

32 37 

33 67 

34 72 

35 9 

36 68 

37 32 

38 27 

39 2 

40 77 



79 

1 
1 
1 
3 
4 
1 
4 
7 
4 
9 
6 
7 
1 

11 

4 

15 

14 

13 

13 

19 

4 

17 

7 

7 

19 

1 

13 
11 
18 
19 
11 
15 
28 
31 
4 
31 
15 
13 
1 
39 



a, = 79 

«, X, X, 

41 52 27 

42 47 25 

43 11 6 

44 70 39 

45 7 4 

46 12 7 

47 42 25 

48 51 31 

49 29 18 

50 30 19 

51 48 31 

52 41 27 

53 76 51 

54 19 13 

55 56 39 

56 55 39 

57 18 13 

58 64 47 

59 4 3 

60 25 19 

61 22 17 

62 14 t 

63 5 4 

64 58 47 

65 17 14 

66 73 61 

67 33 28 

68 36 31 

69 8 7 

70 44 39 

71 10 9 

72 34 31 

73 66 61 

74 16 15 

75 20 19 

76 53 51 

77 40 39 

78 1 1 

«,=80 



1 
3 
7 
9 



79 
53 
57 
71 



11 29 
13 43 



1 
2 
5 

8 
4 
7 



17 47 10 

19 21 5 

21 19 5 

23 73 21 

27 77 26 

29 11 4 

31 49 19 

33 63 26 

37 67 31 

39 41 20 

41 39 20 

43 13 7 

47 17 10 

49 31 19 



«,=80 

«, X, X, 

51 69 44 

53 3 2 

57 7 2 

59 61 45 

61 59 45 

63 33 26 

67 37 31 

69 51 44 

71 9 8 

73 23 21 

77 27 26 

79 1 1 

«,=81 



fl. 



X. X, 



1 80 1 

2 40 1 

4 20 1 

5 16 1 

7 23 2 

8 10 1 

10 8 1 

11 22 3 

13 56 9 

14 52 9 

16 5 1 

17 19 4 

19 17 4 

20 4 1 

22 11 3 

23 7 2 

25 68 21 

26 28 9 

28 26 9 

29 67 24 

31 47 18 

32 43 17 

34 50 21 

35 37 16 

37 35 16 

38 49 23 

40 2 1 

41 79 40 

43 32 17 

44 46 25 

46 44 25 

47 31 18 

49 38 23 

50 34 21 

52 14 9 

53 55 36 

55 53 36 

56 13 9 

58 74 53 

59 70 51 

61 77 58 

62 64 49 

64 62 49 

65 76 61 

67 29 24 

68 25 21 



«,=81 



70 59 51 

71 73 64 

73 71 64 

74 58 53 

76 65 61 

77 61 58 

79 41 40 

80 1 1 

«,=82 

*l, X, X, 

1 81 1 

3 27 1 

5 49 3 

7 35 3 

9 9 1 

11 67 9 

13 63 10 

15 71 13 

17 53 11 

19 69 16 

21 39 10 

23 57 16 

25 59 18 

27 3 1 

29 65 23 

31 37 14 

33 77 31 

35 7 3 

37 31 14 

39 21 10 

43 61 32 

45 51 28 

47 75 43 

49 5 3 

51 45 28 

53 17 11 

55 79 53 

57 23 16 

59 25 18 

61 43 32 

63 13 10 

65 29 23 

67 11 9 

69 19 16 

71 15 13 

73 73 65 

75 47 43 
77 33 31 
79 55 53 

81 1 1 

«,=83 



.r, .r. 



1 
2 

3 

4 
5 
6 



82 
41 
55 
62 
33 
69 



1 
1 
2 

3 
2 
5 



«.=83 



7 71 6 

8 31 3 

9 46 5 

10 58 7 

11 15^ 2 

12 76 11 

13 51 S 

14 77 13 

15 11 2 

16 57 11 

17 39 8 

18 23 5 

19 48 11 

20 29 7 

21 79 20 

22 49 13 

23 18 5 

24 38 11 

25 73 22 

26 67 21 

27 43 14 

28 80 27 

29 20 7 

30 47 17 

31 8 3 

32 70 27 

33 5 2 

34 61 25 

35 64 27 

36 53 23 

37 74 33 

38 24 11 

39 17 8 

40 56 27 

41 2 1 

42 81 41 

43 27 14 

44 66 35 

45 59 3t 

46 9 5 

47 30 17 

48 19 11 

49 22 13 

50 78 47 

51 13 8 

52 75 47 

53 36 23 

54 63 41 

55 3 2 

56 40 27 

57 16 11 

58 10 7 

59 45 32 

60 65 47 

61 34 25 

62 4 3 

63 54 41 

64 35 27 

65 60 47 

66 44 35 

67 26 21 

68 72 59 
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a,=l 


33 


«1 


= ( 


55 


«1 


SS 


86 


«,=l 


37 


flj=88 


a,=l 


39 


ö| 


__ 


90 


«1 


= 91 


n, a', 


*, 


«. 


•«?. 


^■z 


rt. 


^1 


*, 


1», X, 


^, 


": ^1 


^z 


". •*•. 


^2 


". 


^i 


^. 


'«. 


X, X, 


69 6 


5 


22 


27 


7 


21 


45 


11 


41 70 


33 


63 81 


58 


47 53 


28 


61 


59 


40 


64 


27 19 


70 32 


27 


23 


48 


13 


23 


71 


19 


43 2 


1 


65 23 


17 


48 76 


41 


67 


47 


35 


66 


51 37 


71 7 


6 


24 


46 


13 


25 


55 


16 


44 85 


43 


67 21 


16 


49 69 


38 


71 


19 


15 


67 


19 14 


72 68 


59 


26 


49 


15 


27 


35 


11 


46 17 


9 


69 51 


40 


50 16 


9 


73 


53 


43 


68 


4 3 


73 25 


22 


27 


22 


7 


29 


83 


28 


47 37 


30 


71 57 


46 


51 82 


47 


77 


7 


6 


69 


29 22 


74 37 


33 


28 


3 


1 


31 


6] 


22 


49 71 


40 


73 47 


39 


52 77 


45 


79 


41 


36 


71 


41 32 


75 52 


47 


29 


41 


14 


33 


13 


5 


50 40 


23 


75 61 


52 


53 47 


28 


83 


13 


12 


72 


24 19 


76 12 


11 


31 


74 


27 


35 


27 


11 


52 5 


3 


79 49 


44 


54 28 


17 


89 


1 


1 


73 


86 69 


77 14 


13 


32 


77 


29 


37 


79 


34 


53 64 


39 


81 63 


58 


55 55 


34 








74 


75 61 


78 50 


47 


33 


78 


7 


39 


11 


5 


55 68 


43 


83 53 


50 


56 27 


17 


^1 


^^^M 


91 


75 


.74 61 


79 21 


20 


36 


59 


25 


41 


65 


31 


56 73 


47 


85 59 


57 


57 64 


41 


1 






76 


85 71 


80 28 


27 


37 


62 


27 


45 


21 


11 


59 28 


19 


87 1 


1 


58 23 


15 


«i 


^, 


*. 


79 


38 33 


81 42 


41 


38 


38 


17 


47 


75 


41 


61 77 


54 






59 3 


2 


1 


90 


1 


80 


58 51 


82 1 


1 


39 


61 


28 


49 


7 


4 


62 7 


5 


n,=89 


60 43 


29 


2 


45 


1 


81 


82 73 






41 


29 


14 


51 


59 


35 


64 53 


39 


1 




61 35 


24 


3 


30 


1 


82 


81 73 


r/.=84 


42 


2 


1 


53 


73 


45 


65 4 


3 


«, X, 


^« 


62 32 


23 


4 


68 


3 


83 


57 52 


I 




43 


83 


42 


55 


25 


16 


67 74 


57 


1 88 


1 


63 24 


17 


5 


18 


1 


85 


76 71 


". ^i 


*» 


44 


56 


29 


57 


3 


2 


68 55 


43 


2 44 


1 


64 57 


41 


6 


15 


1 


86 


73 69 


1 83 


1 


46 


24 


13 


59 


51 


35 


70 41 


33 


3 59 


2 


65 26 


19 


8 


34 


3 


87 


23 22 


5 67 


4 


47 


47 


26 


61 


31 


22 


71 49 


40 


4 22 


1 


66 31 


23 


9 


10 


2 


88 


61 59 


11 61 


8 


48 


23 


13 


63 


15 


11 


73 56 


47 


5 71 


4 


67 85 


64 


10 


9 


1 


89 


46 45 


13 71 


11 


49 


26 


15 


65 


41 


31 


74 67 


57 


6 74 


5 


68 17 


13 


11 


33 


4 


90 


.1 t 


17 79 


16 


52 


67 


41 


67 


77 


60 


76 8 


7 


7 38 


3 


69 49 


38 


12 


53 


7 






19 53 


12 


53 


8 


5 


69 


81 


65 


77 61 


54 


8 11 


1 


70 75 


59 


15 


6 


1 


^1 


= 92 


23 73 


20 


54 


11 


7 


71 


23 


19 


79 11 


10 


9 79 


8 


71 5 


4 


16 


17 


3 


1 




25 47' 


14 


56 


44 


29 


73 


53 


45 


80 25 


23 


10 80 


9 


72 21 


17 


17 


16 


3 


«, 


*i «* 


29 55 


19 


57 


82 


55 


75 


47 


41 


82 35 


33 


11 8 


1 


73 39 


32 


18 


5 


1 


1 


91 1 


31 65 


24 


58 


63 


43 


77 


67 


60 


83 22 


21 


12 37 


5 


74 6 


5 


19 


67 


14 


3 


61 2 


37 59 


26 


59 


36 


25 


79 


37 


34 


85 44 


43 


13 41 


6 


75 70 


59 


20 


50 


11 


5 


55 3 


41 43 


21 


61 


39 


28 


81 


69 


65 


86 1 


1 


14 19 


3 


76 48 


41 


22 


62 


15 


7 


13 1 


43 41 


21 


62 


37 


27 


83 


29 


28 






15 83 


14 


77 52 


45 


23 


87 


22 


9 


51 5 


47 25 


14 


63 


58 


43 


85 


1 


1 


a, ^ 88 


16 50 


9 


78 81 


71 


24 


72 


19 


11 


25 3 


53 19 


12 


64 


81 


61 








1 


• 


17 68 


13 


79 9 


8 


25 


40 


11 


13 


7 1 


55 29 


19 


66 


9 


7 


(^ 


= 87 


"i *i 


^. 


18 84 


17 


80 10 


9 


27 


64 


19 


15 


49 8 


59 37 


26 


67 


52 


41 


1 






1 87 


1 


19 14 


3 


81 78 


71 


29 


69 


22 


17 


27 5 


61 11 


8 


69 


16 


13 


"* 


^1 


^, 


3 29 


1 


20 40 


9 


82 51 


47 


30 


3 


1 


19 


29 6 


65 31 


24 


71 


79 


66 


1 


86 


1 


5 35 


2 


21 72 


17 


83 15 


14 


31 


44 


15 


21 


35 8 


67 -5 


4 


72 


72 


61 


2 


43 


1 


7 25 


2 


22 4 


1 


84 18 


17 


32 


54 


19 


25 


11 3 


71 13 


11 


73 


78 


67 


4 


65 


3 


9 39 


4 


23 58 


15 


85 67 


64 


33 


11 


4 


27 


17 5 


73 23 


20 


74 


31 


27 


5 


52 


3 


13 27 


4 


24 63 


17 


86 30 


29 


34 


8 


3 


29 


19 6 


79 17 


16 


76 


19 


17 


7 


62 


5 


15 41 


7 


25 32 


9 


87 45 


44 


36 


48 


19 


31 


89 30 


83 1 


1 


77 


32 


29 


8 


76 


7 


17 31 


6 


26 65 


19 


B8 1 


1 


37 


59 


24 


33 


39 14 






78 


73 


67 


10 


26 


3 


19 37 


8 


27 56 


17 






38 


79 


33 


35 


21 8 


<7, sr85 


79 


71 


66 


11 


79 


10 


21 67 


16 


28 54 


17 


o. =1 


»0 


40 


25 


11 


37 


87 35 


l 




81 


64 


61 


13 


20 


3 


23 65 


17 


29 46 


15 


1 




41 


71 


32 


39 


33 14 


II, X, 


^i 


82 


57 


55 


14 


31 


5 


25 7 


2 


30 86 


29 


n, X, 


^. 


43 


55 


26 


41 


83 37 


1 86 


1 


83 


43 


42 


16 


38 


7 


27 13 


4 


31 66 


23 


1 89 


1 


44 


31 


15 


43 


77 36 


2 42 


1 


84 


1 




17 


46 


9 


29 3 


1 


32 25 


9 


7 77 


6 


45 


2 


1 


45 


.47 23 


3 28 


1 








19 


32 


7 


31 17 


6 


33 62 


23 


11 49 


6 


46 


89 


45 


47 


45 23 


4 21 


1 


n. 


_ j 


36 


20 


13 


3 


35 5 


2 


34 34 


13 


13 83 


12 


47 


60 


31 


49 


15 8 


6 14 


1 


**i 




h^ ^^ 


22 


83 


21 


37 19 


8 


35 61 


24 


17 37 


7 


48 


36 


19 


51 


9 5 


7 12 


1 


"* 


^1 


^7 


23 


34 


9 


39 9 


4 


36 42 


17 


19 71 


15 


50 


20 


11 


53 


59 34 


8 53 


5 


1 


85 


1 


25 


80 


23 


41 15 


7 


37 12 


5 


23 43 


11 


51 


66 


37 


55 


5 3 


9 66 


7 


3 


57 


2 


26 


10 


3 


43 45 


22 


38 7 


3 


29 31 


10 


53 


12 


7 


57 


71 44 


11 54 


7 


5 


17 


1 


28 


59 


19 


45 43 


22 


.39 73 


32 


31 29 


10 


54 


32 


19 


59 


53 34 


12 7 


1 


7 


49 


4 


31 


14 


5 


47 73 


39 


40 20 


9 


37 17 


7 


55 


43 


26 


61 


3 2 


13 13 


2 


9 


19 


2 


32 


19 


7 


49 79 


44 


41 13 


6 


41 79 


36 


57 


83 


52 


63 


73 50 


14 6 


1 


11 


39 


5 


34 


23 


9 


51 69 


40 


42 36 


17 


43 23 


11 


58 


80 


51 


65 


75 53 


16 69 


13 


13 


33 


5 


35 


82 


33 


53 83 


50 


43 60 


29 


47 67 


35 


59 


37 


24 


67 


81 59 


18 33 


7 


15 


63 


11 


37 


47 


20 


57 71 


46 


44 2 


1 


49 11 


6 


60 


47 


31 


71 


57 44 


19 76 


17 


17 


5 


1 


38 


16 


7 


59 85 


57 


45 87 


44 


53 73 


43 


61 


88 


59 


73 


63 50 


21 4 


1 


19 


9 


2 


40 


50 


23 


61 75 


52 


46 29 


15 


59 61 


40 


62 


22 


15 


75 


65 53 



41 



310 S2. Tafel, die ganzzahlige Gleichung aiX^=ia^x^'\-l beireffend. 



«, X, a?, 

77 43 36 

79 85 73 

81 67 59 

83 41 37 

85 79 73 

87 37 35 

89 31 30 

91 1 t 



n. 



X. 



1 92 1 

2 46 1 

4 23 1 

5 37 2 

7 53 4 

8 58 5 

10 65 7 

11 76 9 

13 50 7 

14 73 11 

16 2i 5 

17 82 15 

19 44 9 

20 79 17 

22 38 9 

23 4 1 

25 26 7 

26 25 7 

28 83 25 

29 16 5 
32 61 21 

34 41 15 

35 85 32 

37 5 2 

38 22 9 

40 86 37 

41 34 15 

43 80 37 

44 19 9 

46 2 1 

47 91 to 

49 74 37 

50 13 7 

52 59 33 

53 7 4 

55 71 42 

56 88. 53 

58 8 5 

59 52 33 
61 32 21 

64 77 53 

65 10 7 

67 68 49 

68 67 49 

70 89 67 

71 55 42 

73 14 11 

74 49 37 

76 11 9 

77 64 53 



«4=93 

"t *i ^* 

79 20 17 

80 43 37 

82 17 15 

83 28 25 

85 35 32 

86 40 37 

88 56 53 

89 70 67 

91 47 46 

92 1 1 



«,=94 



93 
31 
75 
67 
73 
17 
65 
25 
11 



1 
3 
5 
7 
9 
11 
13 
15 
17 
19 
21 
23 
25 
27 
29 
31 
33 
35 
37 
39 
41 
43 
45 
49 
51 
53 
55 
57 
59 
61 
63 
65 
67 
69 
71 
73 
75 
77 
79 
81 
83 
85 
87 
89 
91 
93 



1 
1 

4 
5 
7 
2 
9 
4 
2 



89 18 

85 19 

49 12 

15 4 

87 25 

81 25 

3 1 

37 13 

51 19 

33 13 

53 22 

55 24 

59 27 

71 34 

23 12 

35 19 

39 22 

41 24 

61 37 

43 27 

57 37 

91 61 

13 9 

7 5 

79 58 

45 34 

9 7 

5 4 

83 68 

69 58 

29 25 

77 68 

21 19 

27 25 

19 18 

63 61 

1 1 



«1=95 



« 
1 

2 
3 
4 



94 
47 
63 
71 



X. 



6 79 



t 
1 
1 
2 
3 
5 
2 
7 
2 
8 



7 27 

8 83 

9 21 

11 69 

12 87 11 

13 73 10 

14 61 9 

16 89 15 

17 67 12 

18 58 11 

21 9 2 

22 82 19 

23 33 8 

24 91 23 

26 84 23 

27 7 2 

28 78 23 

29 36 11 

31 49 16 

32 92 31 

33 23 8 

34 81 29 

36 29 11 

37 77 30 
39 56 23 

41 44 19 

42 52 23 

43 53 24 

44 41 19 

46 64 31 

47 2 1 

48 93 47 

49 31 16 

51 54 29 

52 42 23 

53 43 24 

54 51 29 
56 39 23 

58 18 11 

59 66 41 I 

61 14 9 

62 72 47 

63 3 2 

64 46 31 

66 59 41 

67 17 12 

68 88 63 

69 11 8 

71 4 3 

72 62 47 

73 13 10 

74 86 67 

77 37 30 

78 28 23 

79 6 5 

81 34 29 

82 22 19 I 



»1=95 

a, X, X, 

83 8 7 

84 26 23 

86 74 67 

87 12 11 

88 68 63 

89 16 15 

91 24 23 

92 32 31 

93 48 47 

94 1 1 

ilj= 96 



1 
5 

7 



X, X. 



< 
1 
1 
3 

7 
8 



'1 

95 

19 

41 

11 61 

13 59 

17 79 14 

19 5 1 

23 25 6 

25 23 6 

29 43 13 

31 65 21 

35 85 31 

37 83 32 

41 7 3 

43 29 13 

47 49 24 

49 47 24 

53 67 37 

55 89 51 

59 13 8 

61 11 7 

65 31 21 

67 53 37 

71 73 54 

73 71 54 

77 91 73 

79 17 14 

83 37 32 

85 35 31 

89 55 51 

91 77 73 

95 1 1 

«,=97 



a?. X. 



1 
2 
3 
4 
5 



96 
48 
32 
24 
58 



6 16 

7 83 

8 12 

9 43 

10 29 

11 44 
l!» 8 



1 
1 
1 
1 
3 
1 
6 
1 
4 
3 
5 
1 



a, = 97 

rt, X, X, 

13 82 11 

14 90 13 

15 84 13 

16 6 1 

17 57 10 

18 70 13 
\9 51 10 

20 63 13 

21 60 13 

22 22 5 

23 59 14 

24 4 1 

25 31 8 

26 41 11 

27 79 22 

28 45 13 

29 10 3 

30 42 13 

31 25 8 

32 3 1 

33 47 16 

34 77 27 

35 36 13 

36 35 13 

37 76 29 

38 74 29 
.39 92 37 

40 80 33 

41 26 11 

42 3b 13 

43 9 4 

44 11 5 

45 28 13 

46 78 37 

47 33 16 

48 2 1 

49 95 48 

50 64 33 

51 19 10 

52 69 37 

53 86 47 

54 88 49 

55 67 38 

56 71 41 

57 17 10 

58 5 3 

59 23 14 

60 21 13 

61 62 39 

62 61 39 

63 20 13 

64 50 33 

65 94 63 

66 72 49 

67 55 38 

68 87 61 

69 52 37 

70 18 13 

71 56 41 

72 66 49 

73 93 70 

74 38 29 



a, = 97 

«, X, x^ 

75 75 58 

76 37 29 

77 34 27 

78 46 37 

79 27 22 

80 40 33 
8t 91 76 

82 13 11 

83 7 6 

84 15 13 

85 89 78 

86 53 47 

87 68 61 

88 54 49 

89 85 78 

90 14 13 

91 81 76 

92 39 37 

93 73 70 

94 65 63 

95 49 48 

96 1 1 



«j=98 



/•, jr, 



a*- 



1 97 1 

3 65 2 

5 39 2 

9 87 8 

11 89 10 

13 15 2 

15 13 2 

17 23 4 

19 67 13 

23 17 4 

25 47 12 
27-29 8 

29 27 8 

31 79* 25 

33 95 32 

37 45 17 

39 5 2 

41 43 18 

43 41 18 

45 37 17 

47 25 12 

51 73 38 

53 61 33 

55 57 32 

57 55 32 

59 93 56 

61 53 33 

65 3 2 

67 19 13 

69 71 50 

71 69 50 

73 51 38 

75 81 62 

79 31 25 



a. 



98 



**Ä •*! *^t 

81 75 62 

83 85 72 

85 83 72 

87 9 8 

89 11 10 

93 59 56 

95 33 32 

97 1 1 



Oj=99 



/r. ar. 



1 
2 

4 
5 
7 



1 

1 
3 
4 
1 
3 
9 
5 
1 



98 
49 
74 
79 
14 

8 37 

10 89 

13 38 

14 7 

16 68 11 

17 64 11 

19 26 5 

20 94 19 
;23 43 10 

25 95 24 

26 19 5 

28 53 15 

29 58 17 

31 83 26 

32 34 11 

34 32 11 

35 82 19 

37 8 3 

38 13 5 

40 47 19 

41 70 29 
43 23 10 

46 71 33 

47 40 19 

49 2 1 

50 97 49 

52 59 31 

53 28 15 
56 76 43 

58 29 17 

59 52 3t 

61 86 53 

62 91 57 

64 17 11 

65 67 44 

67 65 44 

68 16 11 

70 41 29 

71 46 33 

73 80 59 

74 4 3 
76 56 43 
79 5 4 



iij = 99 

'S *. *i 

80 73 59 

82 35 19 

83 31 26 

85 92 79 

86 61 53 
89 10 9 

91 62 57 

92 85 79 

94 20 19 

95 25 24 

97 50 49 

98 1 1 



«, = 100 

«i *i •^.. 

1 99 1 

3 33 1 

7 57 4 

9 11 1 

11 9 1 

13 23 3 

17 47 8 

19 21 4 

21 19 4 

23 13 3 

27 37 10 

29 31 9 

31 29 9 

33 3 1 

37 27 10 

39 41 16 

41 39 16 

43 93 40 

47 IV 8 

49 51 25 

51 49 25 

53 83 44 

57 7 4 

59 61 36 

61 59 36 

63 73 46 

67 97 65 

69 71 49 

71 69 49 

73 63 46 

77 87 67 

79 81 64 

81 79 64 

83 53 44 

87 77 67 

89 91 81 

91 89 81 

93 43" 40 

97 67 65 

99 1 1 



32. Tafel, die ganzzahlige Gleichung a^x^=^a^x^+i betreffend. 311 



a, = 101 



1100 
2 50 



67 

25 

20 

84 

72 

63 

56 

10 

55 

42 

31 

36 

74 11 

82 13 



1 
1 
2 
1 
1 
5 
5 
5 
5 
1 
6 
5 
4 
5 



95 

28 



16 
5 



85 16 
5 1 



3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

23 79 18 
24 
25 

26 66 17 

27 86 23 

28 18 5 

29 94 27 

30 37 11 

31 13 4 

32 41 13 

33 52 17 

34 98 33 

35 75 26 

36 14 5 
30 11 
93 35 
44 



24 
78 



21 

4 



5 
17 



5 
1 



17 

53 21 
32 13 
12 5 

54 23 
39 17 
92 41 



37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 

46 90 41 

47 58 27 

48 61 29 

49 68 33 

50 2 1 

51 99 50 

52 33 17 

53 40 21 

54 43 23 

55 11 6 

56 9 5 

57 62 35 

58 47 27 

59 89 52 

60 69 41 

61 48 29 

62 57 35 



a.=101 

a, x^ X, 

63 8 5 

64 71 45 

65 87 56 

66 26 17 

67 3 2 

68 49 33 

69 60 41 

70 88 61 

71 64 41 

72 7 5 

73 83 60 

74 15 11 

75 35 2ß 

76 97 73 

77 80 61 

78 22 17 

79 23 18 

80 77 61 

81 96 77 

82 16 13 

83 73 60 

84 6 5 

85 19 16 

86 27 23 

87 65 56 

88 70 61 

89 59 52 

90 46 41 

91 91 82 

92 45 41 

93 38 35 

94 29 27 

95 17 16 

96 81 77 

97 76 73 

98 34 33 

99 51 50 
100 1 1 

flj=102 

o, tff, X, 

1101 1 
5 61 3 
7 29 2 
11 37 4 
13 47 6 
19 59 11 
23 31 7 
25 53 13 
29 7^ 2 
31 23 7 
35 67 23 
37 11 4 
41 97 39 
43 83 35 
47 13 6 
49 77 37 
53 25 13 
55 89 48 
59 19 11 
61 5 3 



a,=102 



n X 



x^ 



65 91 58 
67 35 23 
71 79 55 
73 95 68 
77 49 37 
79 71 55 
83 43 35 
89 55 48 
91 65 58 
95 73 68 
97 41 39 
101 1 1 

a,=:103 



a 



X., 



1102 1 

2 51 1 

3 34 1 

4 77 3 

5 41 2 

6 17 1 

7 44 3 

8 90 7 

9 80 7 

10 72 7 

11 28 3 

12 60 7 

13 95 12 
1#22 3 

15 48 7 

16 45 7 

17 6 1 

18 40 7 

19 65 12 

20 36 7 

21 49 10 

22 14 3 

23 94 21 

24 30 7 

25 70 17 

26 99 25 

27 61 16 

28 11 3 

29 71 20 

30 24 7 

31 93 28 

32 74 23 

33 78 25 

34 3 1 

35 50 17 

36 20 7 

37 64 23 

38 84 31 

39 66 25 

40 18 7 

41 5 2 

42 76 31 

43 91 38 

44 7 3 

45 16 7 

46 47 21 



a, = 103 

If, x^ x^ 

47 46 21 

48 15 7 

49 21 10 

50 35 17 

51 2 1 
52101 51 

53 68 35 

54 82 43 

55 88 47 

56 57 31 

57 56 31 

58 87 49 

59 96 55 

60 12 7 

61 27 16 

62 98 59 

63 85 52 

64 37 23 

65 19 12 

66 39 25 

67 83 54 

68 53 35 
69 100 67 

70 25 17 

71 29 20 

72 10 7 

73 79 56 

74 32 23 

75 92 67 
42 31 

4 3 



76 
77 
78 
79 
80 
81 



33 25 
73 56 



9 7 
89 70 

82 54 43 

83 67 54 

84 38 31 

85 63 52 

86 97 81 

87 58 49 

88 55 47 
81 

8 



70 
7 



89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 

97 86 81 

98 62 59 

99 26 25 

100 69 67 

101 52 51 

102 1 1 



43 38 
75 67 
31 28 
23 21 
13 12 
59 55 



a, = 104 



n, X, 
1103 



1 
2 
4 
6 
2 
9 



97 14 
55 9 



3 69 

5 83 

7 89 

9 23 
11 85 
15 
17 

19 93 17 
21 99 20 
23 9 2 
25 79 19 
27 77 20 
29 43 12 
31 57 17 
33 63 20 
35101 34 
37 59 21 
41 71 28 
43 29 12 
45 67 29 
47 73 33 
49 87 41 
51 53 26 
53 51 26 
55 17 9 
57 31 17 
59 37 21 
61 75 44 
63 33 20 
67 45 29 
69 3 2 
71 41 28 
73 47 33 
75 61 44 
77 27 20 
79 25 19 
81 95 74 
83 5 4 
85 11 « 
87 49 41 
89 7 6 
93 19 17 
95 81 74 
97 15 14 
99 21 20 
101 35 34 
103 1 1 

a, = 105 



1104 
2 52 
4 26 
8 13 

11 19 

13 



X, 



f 
1 
1 
1 
1 
2 
8 1 

16 59 9 

17 37 6 
19 11 2 
22 62 13 



«, = 105 

23 73 16 
26 4 1 
29 76 21 

31 44 13 

32 82 ä5 
34.71 23 

37 17 6 

38 58 21 
41 64 25 

43 83 34 

44 31 13- 

46 89 39 

47 67 30 

52 2 1 

53 103 52 

58 38 21 

59 16 9 
6i 74 43 
62 22 13 
64 41 25 

67 47 30 

68 88 57 
71 34 23 

73 23 16 

74 61 43 
76 29 21 
79101 76 

82 32 25 

83 43 34 
86 94 78 

88 68 57 

89 46 39 
92 97 85 
94 86 77 
97 92 85 

101 79 76 

103 53 52 

104 1 1 

a, = 106 



"1 

1 

3 
5 
7 
9 
11 
13 
15 
17 
19 
21 
23 
25 
27 
29 
31 
33 
35 
37 
39 



105 



X. 



35 1 



21 
15 
47 



1 
1 

4 



77 8 
57 7 

7 1 
81 13 
39 7 

5 1 
23 5 
89 21 
51 13 
95 26 
41 12 
61 19 

3 1 
63 22 
19 7 



O, = 106 



n ^ X 



x^ 



41 31 12 

43 69 28 

45 73 31 

47 9 4 

49 93 43 

51 27 13 

55 79 41 

57 13 7 

59 97 54 

61 33 19 

63 37 22 

65 75 46 

67 87 55 

69 43 28 
71 103 69 

73 45 31 

75 65 46 

77 11 8 

79 55 41 

81 17 13 

83 83 65 
85101 81 

87 67 55 

89 25 21 

91 99 86 

93 49 43 

95 29 26 

97 59 54 

99 91 85 

101 85 81 

103 71 69 

105 1 1 

a,=107 

«, X, ar, 

1106 1 

2 53 1 

3 71 2 

4 80 3 

5 64 3 

6 89 5 

7 61 4 

8 40 3 

9 95 8 

10 32 3 

11 68 7 

12 98 11 

13 74 9 

14 84 11 

15 57 8 

16 20 3 

17 44 7 
18101 17 

19 45 8 

20 16 3 

21 56 11 

22 34 7 

23 93 20 

24 49 11 

25 77 18 

26 37 9 



O, = 107 

fl, x^ dP, 

27 103 26 

28 42 11 

29 59 16 

30 82 23 

31 69 20 

32 10 3 

33 94 29 

34 22 7 

35 55 18 
36 104 35 

37 26 9 

38 76 27 

39 96 35 

40 8 3 

41 60 23 

42 28 11 
43102 41 

44 17 7 

45 19 8 
46100 43 

47 66 29 

48 78 35 

49 24 11 

50 92 43 

51 86 41 

52 72 35 

53 2 1 
54105 53 

55 35 18 

56 21 11 

57 15 8 

58 83 45 

59 29 16 

60 41 23 

61 7 4 

62 88 51 

63 90 53 

64 5 3 

65 79 48 

66 47 29 

67 99 62 

68 11 7 

69 31 20 

70 81 53 

71 3 2 

72 52 35 

73 85 58 

74 13 9 

75 97 68 

76 38 27 

77 25 18 

78 48 35 

79 65 48 

80 4 3 

81 70 53 

82 30 23 

83 58 45 

84 14 11 

85 73 58 

86 51 41 

87 91 74 

88 62 51 



312 S2. Tafel, die ganzzahlige Gleichung a^x^ = a^x^^\ beireffend. 



n. 



ft., 



107 



«, = 109 



89 6 5 

90 63 53 

91 87 74 

92 50 43 

93 23 20 

94 33 29 j 

95 9 8 

96 39 35 

97 75 68 

98 12 11 

99 67 62 

100 46 43 

101 18 17 

102 43 41 

103 27 26 

104 36 35 

105 54 53 

106 1 1 



X. 



(L 



rt^ 



108 



ar. JP.. 



1107 1 
5 43 2 
7 77 5 
11 49 5 
13 83 10 
17 19 3 
19 17 3 
23 61 13 
25 95 22 
29 67 18 
31101 29 
35 37 12 
37 35 12 
41 79 30 
43 5 2 
47 85 37 
49 11 5 
53 55 27 
55 53 27 
59 97 53 
61 23 13 
65 103 62 
67 29 16 
71 73 48 
73 71 48 
77 7 5 
79 41 30 
83 13 10 
'85 47 37 
89 91 75 
91 89 75 
95 25 22 
97 59 53 
101 31 29 
103 65 62 
107 1 1 



1108 
2 54 



1 
1 
1 
1 

4 
1 
2 
5 
1 
9 



3 36 

4 27 

5 87 

6 18 

7 31 

8 68 

9 12 

10 98 

11 99 10 

12 9 1 

13 67 8 

14 70 9 

15 29 4 

16 34 5 

17 32 5 

18 6 1 

19 86 15 

20 49 9 

21 83 16 

22 104 21 

23 90 19 

24 59 13 

25 61 14 

26 88 21 

27 4 1 

28 35 9 

29 15 4 

30 69 19 

31 7 2 

32 17 5 

33 33 10 

34 16 15 

35 28 9 

36 3 1 

37 58 18 

38 43 15 

39 95 34 

40 79 29 
41 101 38 

42 96 37 

43 38 15 

44 52 21 

45 46 19 

46 45 19 

47 51 22 

48 84 37 

49 20 9 

50 85 39 

51 47 22 

52 44 21 

53 37 18 

54 2 1 

55 107 54 

56 72 37 

57 65 34 

58 62 33 

59 24 13 

60 89 49 

61 25 14 

62 58 33 



«,=109 

fl, w, ar, 

63 64 37 

64 63 73 

65 57 34 

66 71 43 
13 

8 
30 19 
14 9 



8 
5 



67 
68 
69 
70 

71 66 43 

72 56 37 

73 106 71 

74 81 55 

75 93 64 

76 76 53 

77 92 65 
78102 73 

79 40 29 

80 94 69 

81 74 55 
82105 79 

83 21 16 

84 48 37 

85 50 39 

86 19 15 

87 5 4 

88 26 21 

89 60 49 

90 23 19 

91 103 86 

92 77 65 

93 75 64 

94 80 69 

95 39 34 

96 42 37 

97 100 89 

98 10 9 

99 11 10 

100 97 89 

101 41 38 

102 78 73 

103 91 86 

104 22 21 

105 82 79 

106 73 71 

107 55 54 

108 1 1 

«,=110 

#1, ar, J?, 

1109 1 

3 73 2 

7 47 3 

9 61 5 

13 93 11 

17 97 15 

19 8t 14 

21 89 17 

23 43 9 

27 57 14 

29 91 24 

31 39 11 



«, = 110 



n. 



X. 



37 107 36 
39 31 11 
41 59 22 
43 23 9 
47 7 3 
49101 45 
51 69 32 
53 83 40 
57 27 14 
59 41 22 
61 9 5 
63 103 59 
67 87 53 
69 51 32 
71 79 51 
73 3 2 
79 71 51 
81 19 14 
83 53 40 
87 67 53 
8§ 21 17 
91 29 24 
93 13 11 
97 17 15 
101 49 45 
103 63 59 
107 37 36 
109 1 1 



«. 



= 111 



rt- X, 



■-2 
1 

2 
3 
1 
6 
7 
1 
1 
2 



1110 

2 55 

4 83 

5 22 

7 95 

8 97 

10 11 

11 10 
13 17 
14103 13 
16104 15 
17 13 2 

19 35 6 

20 61 11 

22 5 1 

23 82 17 

25 71 16 

26 64 15 
28 107 27 
29 88 23 

31 68 19 

32 52 15 

34 62 19 

35 19 6 
38 73 25 

40 86 31 

41 46 17 

43 80 31 

44 58 23 
46 41 17 



«,=111 



n 



X, 



47 85 36 

49 77 34 

50 91 41 

52 32 15 

53 67 32 

55 2 1 

56 109 55 

58 44 23 

59 79 42 

61 20 11 

62 34 19 

64 26 15 

65 70 41 

67 53 32 

68 31 19 

70 65 41 

71 25 16 
73 38 25 

76 92 63 

77 49 34 

79 59 42 

80 43 31 

82 23 17 

83 4 3 

85 47 36 

86 40 31 

88 29 23 

89 106 85 

91 50 41 

92 76 63 

94 98 83 

95 7 6 

97 7 7 

98 94 83 
100101 91 
101 100 91 

103 14 13 

104 16 15 

106 89 85 

107 28 27 

109 56 55 

110 1 1 

«, = 112 



1111 

3 37 

5 67 

9 87 

11 61 



'« 
1 
1 
3 
7 
6 

13 43 5 
15 97 13 
17 79 12 
19 53 9 
23 73 15 
25 103 23 
27 29 7 
29 27 7 
31 65 18 
33 95 28 
37 3 1 
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rt, X, X, 

39 89 31 

41 71 26 

43 13 5 
45 107 43 

47 81 34 

51 101 46 

53 19 9 

55 57 28 

57 55 28 

59 93 49 

61 11 6 

65 31 18 

67 5 3 

69 99 61 

71 41 26 

73 23 15 

75 109 73 

79 17 12 

81 47 34 

83 85 63 

85 83 63 

.87 9 7 

89 39 31 

93 59 49 

95 33 28 

97 15 13 

99 69 61 

101 51 46 

103 25 23 

107 45*43 

109 75 73 

111 1 1 

«, = 113 

n, X, a?, 

1112 1 

2 56 1 

3 75 2 

4 28 1 

5 45 2 

6 94 5 

7 16 1 

8 14 1 

9 25 2 

10 79 7 

11 41 4 

12 47 5 

13 26 3 

14 8 1 

15 15 2 

16 7 1 

17 93 14 

18 69 11 

19 107 18 

20 96 17 

21 43 8 

22 77 15 

23 54 11 

24 80 17 

25 9 2 

26 13 3 



«, = 113 

/I, X, X, 

27 46 11 

28 4 1 

29 74 19 

30 64 17 

31 51 14 

32 60 17 

33 89 26 

34 103 31 

35 71 22 

36 91 29 

37 58 19 
38110 37 

39 84 29 

40 48 17 

41 11 4 

42 78 29 

43 21 8 

44 9ö 37 

45 5 2 

46 27 11 

47 12 5 

48 40 17 

49 83 36 

50 61 27 

51 31 14 

52 63 29 

53 81 38 

54 23 11 

55 76 37 

56 2 1 
57111 56 

58 37 19 

59 90 47 

60 32 17 

61 50 27 

62 82 45 

63 52 29 

64 30 17 

65 73 42 

66 101 59 

67 86 51 

68 108 65 

69 18 11 

70 92 57 

71 35 22 

72 102 65 

73 65 42 

74 29 19 

75 3 2 

76 55 37 

77 22 15 

78 42 29 

79 10 7 

80 24 17 

81 53 38 

82 62 45 

83 49 36 

84 39 29 
85109 82 
86 67 51 
87 100 77 
88 104 81 



«, = 11» 

rt, X, X, 

89 33 26 

90 59 47 

91 36 27 

92 70 57 

93 17 14 

94 6 5 

95 44 37 

96 20 17 

97 106 91 

98 98 85 
99 105 92 

100 87 77 

101 65 59 

102 72 65 

103 34 31 

104 88 81 

105 99 92 

106 97 91 

107 19 18 

108 68 65 

109 85 82 

110 38 37 

111 57 56 

112 1 1 



a 



a 



= 114 



X. 



1113 1 
5 91 4 
7 65 4 
11 31 3 
13 35 4 
17 67 10 
23109 22 
25 41 9 
29 55 14 
31 11 3 
35 13 4 
37 77 25. 
41 25 9 
43 53 20 
47 97 40 
49107 46 
53 43 20 
55 29 14 
59 85 44 
61 71 38 
65 7 4 
S1 17 10 
71 61 38 
73 89 57 
77 37 25 
79101 70 
83103 75 
85 59 44 
89 73 57 
91 5 4 
97 47 40 
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ii,=H4 


0^=115 


«1 = 


= 116 


r/, =117 


aj=117 


ö, = 118 


fl, = 119 


n, : 


= 119 


«, .T, ar. 


n, X, X, 


''? 


X, J?, 


/», X, X, 


rt, 07, X, 


", «, X, 


n, X, X, 


"» 


X, X, 


101 79 70 


59 -76 39 


15 


85 11 


1116 1 


88113 85 


67 81 46 


30115 29 


97 


92 75 


103 83 75 


61 49 26 


17 


75 11 


2 58 1 


89 46 35 


69 53 31 


31 23 6 


99 


6 5 


107 49 46 


62 102 55 


19 


61 10 


4 29 1 


92 103 81 


71 113 68 


32 26 7 


100 


94 79 


109 23 22 


63 73 40 


21 


11 2 


5 70 3 


94 56 45 


73 21 13 


33 18 5 


101 


86 73 


113 1 1 


64 106 59 


23 


5 1 


7 50 3 


95 16 13 


75 11 7 


36 76 23 


103 


67 58 




66 54 31 


25 


51 11 


8 73 5 


97 41 34 


77 95 62 


37 45 14 


104 


8 7 


a.»115 


67 12 7 


27 


73 17 


10 35 3 


98 37 31 


79115 77 


38 72 23 


106 


55 49 




68 93 55 


31 101 27 


11 85 8 


100 62 53 


81 67 46 


39 61 20 


107 


10 9 


fl, X, ar. 


71 34 21 


33 


7 2 


14 25 3 


101 22 19 


83 27 19 


40116 39 


108 


65 59 


1114 1 


72107 67 


35 


53 16 


16 95 13 


103 92 81 


85 93 67 


41 29 10 


109 


12 11 


2 57 1 


73 63 40 


37 


47 15 


17 55 8 


106 32 29 


87 99 73 


43 83 30 


110 


53 49 


3 38 1 


74101 65 


39113 38 


19 80 13 


107 82 75 


89 57 43 


44 73 27 


111 


15 14 


4 86 3 


76 59 39 


41 


99 35 


20 76 8 


109 44 41 


91 35 27 


45 37 14 


113 


20 19 


6 19 1 


77112 75 


43 


89 33 


22 101 19 


HO 67 63 


93 85 67 


46 75 29 


114 


24 23 


7 82 5 


78 28 19 


45 


67 26 


23 61 12 


112 47 45 


95 77 62 


47 81 32 


115 


30 29 


8 43 3 


79 16 11 


47 


37 15 


25 14 3 


113 88 85 


97 45 37 


48 57 23 


116 


40 39 


9 51 4 


81 44 31 


49 


71 30 


28 71 17 


115 59 58 


99 87 73 


50 69 29 


117 


60 59 


11 94 9 


82 7 5 


51 


25 11 


29 4 1 


116 1 1 


101 7 6 


52 16 7 


118 


1 1 


12 67 7 


83 18 13 


53 


35 16 


31 83 22 




103 63 55 


53 HO 49 






13 53 6 


84 26 19 


55 


97 46 


32 106 29 


«,=H8 


105 109 97 


54 11 5 


«1 = 


= 120 


14 41 5 


86 4 3 


57 


59 29 


34 86 25 


1 


107 43 39 


55 106 49 


• 




16 79 11 


87 37 28 


59 


57 29 


35 10 3 


"t ^1 ^» 


109 105 97 


57 48 23 


"« 


a?, X, 


17 27 4 


88 98 75 


61 


19 10 


37 98 31 


1117 1 


111 17 16 


58 80 39 


1119 1 


18 83 13 


89 31 24 


63 


81 44 


38 40 13 


3 39 1 


113 71 68 


59 2 1 


7 


17 1 


19 6 1 


91 24 19 


65 


91 51 


40 38 13 


5 47 2 


115 79 77 


60117 59 


11 109 10 


21 104 19 


93 68 55 


67 


45 26 


41 97 34 


7101 6 


117 1 1 


61 39 20 


13 


83 9 


22 47 9 


94 11 9 


69 


79 47 


43 68 25 


9 13 1 




62 71 37 


17 


7 1 


24 91 19 


96 109 91 


71 


49 10 


44 109 41 


11 75 7 


a, =119 


64 13 7 


19101 16 


26 84 19 


97 32 27 


73 


27 17 


46 89 35 


13 9 1 


1 


65 108 59 


23 " 


73 14 


27 17 4 


98 88 75 


75 


17 11 


47112 45 


15 55 7 


n, a?, X, 


66 9 5 


29 


91 22 


28 78 19 


99 36 31 


77 


3 2 


49 74 31 


17111 16 


1118 1 


67 103 58 


31 


89 23 


29111 28 


101 74 65 


79 


69 47 


50 7 3 


19 31 5 


2 59 1 


69 50 29 


37107 33 


31 89 24 


102 62 55 


81 


63 44 


53 64 29 


21 73 13 


3 79 2 


71 62 37 


41 


79 27 


32 97 27 


103 48 43 


83 109 78 


55 17 8 


23 41 8 


4 89 3 


72 38 23 


43 


53 19 


33 108 31 


104 21 19 


85 


15 11 


56 94 45 


25 33 7 


5 95 4 


73 44 27 


47 


97 38 


34 71 21 


106 64 59 


89 


43 33 


58 2 1 


27 83 19 


6 99 5 


74 82 51 


49 


71 29 


36 99 31 


107 72 67 


91 


65 51 


59115 58 


29 61 15 


8104 7 


75 46 29 


53 


43 19 


37 87 28 


108 33 31 


93111 89 


61 23 12 


31 19 5 


9 66 5 


76 36 23 


59 


61 30 


38 3 1 


109 96 91 


95105 86 


62 100 53 


33 25 7 


10107 9 


78 90 59 


61 


59 30 


39 56 19 


111 29 28 


97 


55 46 


64 53 29 


35 91 27 


11 54 5 


79 3 2 


67 


77 43 


41 14 5 


112 77 75 


99 


41 35 


67110 63 


37 51 16 


12109 11 


80 58 39 


71 


49 29 


42 52 19 


113 58 57 


101 


31 27 


68 43 25 


39 3 1 


13 64 7 


81 47 32 


73 


23 U 


43 8 3 


114 1 1 


103 


9 8 


70 5 3 


41 23 8 


15111 14 


82 74 51 


77 


67 43 


44 81 31 




105 


95 86 


71 28 17 


43 107 39 


16 52 7 


83 43 30 


79 


41 27 


47 22 9 


a. =116 


107 


13 12 


73 8 5 


45 97 37 


18 33 5 


86101 73 


83 


13 9 


48 103 43 


^^m ^ ^ ^^ 


109 


83 78 


74 49 31 


47 5 2 


19 25 4 


87 93 68 


89 


31 23 


49 61 26 


n, J-, X, 


111 


93 89 


76 20 8 


49 65 27 


20113 19 


88 96 71 


91 


29 22 


51 9 4 


1115 1 


113 


39 38 


77 79 52 


51 37 16 


22 27 5 


89 4 3 


97 


47 38 


52 42 19 


3 77 2 


115 


1 1 


79 77 52 


53 69 31 


23 31 6 


90 78 59 


101 


19 16 


53 13 6 


5 23 1 






80 19 13 


55 15 7 


24114 23 


92 97 75 


103113 97 


54 66 31 


7 33 2 






82107 75 


57 89 48 


25 19 4 


93 87 68 


107 


37 33 


56 39 19 


9103 8 






83 31 22 


61 29 15 


26 32 7 


94 100 79 


109 


11 10 


57 2 1 


11 21 2 






85 11 8 


63103 55 


27 22 5 


95 5 4 


113103 97 


58113 57 

• 


13107 12 






86 34 25 

• 


65 49 27 


29 41 10 


96 88 71 


119 


1 1 
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33. 

Neue geometrische und mechanische Eigenschaft 

der Niveauflftchen. 

(Von Herrn Jacob Amsler aus Halden in der Schweiz.) 



Jcis sei f(Xj Xs z) eine Fanction der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, 
welche der partiellen Differentialgleichung 

ay , ay , ay _ p 

genügt, so stellt die Gleichung 

f{x, y, z) = const. 

ein System von Oberflächen dar, welche man Niveauflächen nennt. 

Es seien 

(1.) f{x, y, 5&) = «1, 

(2.) f{x, y,z) = (h 

zwei dieser Flfichen, pi nnd qi zwei Puncte der ersten. Man construire 
dnrch pi und qi zwei Trajectorien des Systems, welche die Oberfläche (2.) 
resp. in den Puncten p^^ q^ treffen mögen, pi und;^2 sollen correspondirende 
Puncte heifsen, und eben so qi und ^2* Dann findet folgender Satz Statt: 

Die Entfernung irgend zweier Puncte der binden Oberflächen, wie 
Pi und ^29 i^t gleich der Entfernung ihrer correspondirenden 
Puncte P2 und qi. 

Mit Hälfe dieser geometrischen Eigenschaft der Niveauflftchen läfst sich fol- 
gender mechanische Satz beweisen: 

Stetlt man »ich die beiden Niveatiflächen (1. und 2.) homogen mit 
Masse erfüllt vor, so läfst sich die Beziehung der durch (1.) 6e- 
grdnzten Masse auf einen Punct p2 der Oberfläche (2.) auf die 
Anziehung, welche der correspondirende Punct p^ von der in (2.) 
eingeschlossenen Masse erfährt, zurückführen. 
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Es sei nämlich V^ das Potential der Wirkung auf den Punct pi , V2 das 
Potential der Wirkung auf den Punct p2i so ist 

oder, was Dasselbe ist: 

Dieser Satz gilt fOr jedes, nur von der Entfernung abhängige Gesetz 
der Anziehung. Wie man sieht, ist er eine Verallgemeinerung des yboryschen 
Theorems in der Theorie der Attraction der Ellipsoiden und der von Poisson 
gegebenen Erweiterung desselben. 

Halden, den SOten Mai 1848. 
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34. 

Zur Theorie der Anziehung und der Wftrme. 

(Von Herrn Jacob Amiler, Privatdocenten an der UniversiUt in Zärich.) 



JTlan bezeichne durch dw das Element einer geschlossenen Ober- 
fläche F, dorch a, ß, y die Winkel, welche ihre (nach aufsen gerichtete) 
Normale mit den Coordinaten-Axen bildet. Ferner setze man zur Abkflrzong : 

^^ ~ ax* "T a/ "T"?^» 

fIT> m — ^^' du ,dü' du ,dV du 

i*^ ' "^J — aF"äFTi5r-ig5ri--är*"5r' 
/du\ du .du ^ , ar 

Alsdann findet folgende, leicht zu verificirende Gleichung Statt: 

Die Integrationen erstrecken sich Aber die Oberflfiche F und den davon 
eingeschlossenen Raum. Die Gröfsen 17' und V sind ganz willkOrlich; nur 
niässen sie und ihre ersten Differentialquotienten innerhalb der Grenzen der 
Integration stetige Functionen von x, y, z sein. 

Unter denselben Bedingungen, und wenn aufserdem Ati, Ar,, Ar, stetige 
Functionen von x, y, z sind, gilt die allgemeine Gleichung 

(Ä.) yV'(Äi-^cosa+Ar,-g--co?/9+*5-g^co'3y)AD 

la(t,|£) a(t.aP) gn-m\ 

Die Grenzen der Integration sind dieselben, wie bei der Gleichung C^.)- 

Beide Gleichungen lassen sich leicht verallgemeinern, fflr den Fall, 
dafs statt einer einzigen geschlossenen und zusanun enhangenden Oberfläche F^ 
deren mehrere gegeben sind. Man darf nur jedes Integral durch eine Summe 
von ähnlichen Integralen ersetzen, welche sich ref^pective Aber die verschie- 
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deDen Oberflächen und die davon eingeschlossenen Räume erstrecken. Zu 
den bekannten zahlreichen, wichtigen Anwendungen der Gleichungen (^.) 
und (17.) wollen wir im Folgenden einige neue hinzufügen. 

L 

Liouvitte (Additious nux connaissances deif tems, pour tan 1845) 
giebt einen sehr einfachen Beweis des Satzes, dafs die Gleichungen, welche 
die Bedingungen des elextrischen Gleichgewichts ausdröcken, nur einer einzigen 
Lösung fähig sind. In der Theorie des inducirten Magnetismus giebt es einen 
ähnlichen Satz. Es seien iVi, M2^...M^ beliebige, der gegenseitigen Einwirkung 
ausgesetzte Körper, welche die Fähigkeit haben, unter dem Einflufs magnetischer 
Kräfte vorübergehend magnetisch zu werden. Es sei V das Potential der 
festen magnetischen Kräfte, Q als Potential des durch Induction erzeugten 
Magnetismus. Nach Poisson (Mem. de t Institut. T. VI et VII.) findet sich 
Q aus folgender Gleichung: 

(1.) Q = -ffffh\_Qi\'V^, ±]dx,dy,äZi, 

Die Integrationen im zweiten Gliede erstrecken sich über die von den Körpern 
üdi^Mi^ . . . M^ eingenommenen Räume. Zur Abkürzung wurde 

gesetzt; Qx^ F; sind dieselben Functionen von Xx^ yx^ ^i ^i® Q und V 
von X, y, z. Der Coefficient k hangt von dem gröfsern oder geringern Ver- 
mögen des Körpers M ab, magnetisch zu werden; man könnte ihn deshalb 
füglich den magnetischen Inductionscoeffidenten nennen. Die Gröfse k ändert 
sich im allgemeinen mit x, y, z, ist aber immer endlich und positiv. Über- 
dies darf man sie als eine innerhalb jedes der gegebenen Körper stetige Function 
betrachten. Denn, würde bei einem Körper diese Bedingung nicht erfüllt und 
wäre k längs einer beliebigen Oberflache /* discontinuirlich , so könnte man 
den Körper als aus zwei oder mehreren Körpern bestehend betrachten, die 
sich längs der Oberfläche f berühren. Innerhalb jedes dieser Körper wäre 
nun k stetig. 

Der angekündigte Satz lautet: 
jyEls giebt nur eine einzige Function Q, welche der Bedingungs- 
yygleichung des magnetischen Gleichgewichts (1.) genügt.^'' 

Beweis. Man setze, es gebe zwei Functionen Q und (^, welche der 
Gleichung (1.) genflgen. Dann mufs 

42* 



-fffß'\}^^^ ^]^.rfrirf^.. 
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sein. Subtrahirt man diese Gleichung von der (1.) und setzt W=^Q—iy^ 
so erhfilt man 

(2.) W = -fffßi[Wu '^]d^idYidz,. 

Der Satz ist bewiesen, wenn man zeigen kann, dafs FF = die ein- 
zige reelle Function ist, welche dieser Gleichung genügt. 
Aus (2.) folgt 
dW ^ 

oder, was Dasselbe ist: 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so erhfllt man ^-r — } 
durch eine Summe von sechsfachen Integralen ansgedrOckt. Auf dieselbe 

-^ — j und (^-g— J und setze die gefundenen Werthe in 
den Ausdruck 

(3.) P=fff\}^^ W\dxdydz 

Die Integration erstrecke sich Ober den Raum einer unendlich grofeen 
Kugel. Fflbrt man die angedeuteten Multiplicationen unter den Integralzeichen 
aus, so nimmt P^ wie leicht zu sehen, folgende Gestalt an: 

(4.) P = fffßxiW,, ß]dx,dy^dz,, 
wenn zur Abkflrzung 

ff = ^^//ßfil^M^ h]dx^dy^dz^ und 

* -//Ah ^]*"'r* 

gesetzt wird. 

Die Werthe von h und ff lassen sich in endlicher Form angeben. Man 

setze in (AJ) 17' = — und betrachte U als Potential einer unendlich kleinen 
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Kugel, deren Mittelponct die Coordioaten x^^ y^^ z^ hat. Ihre Dichtigkeit sei 
= 1 , ihr Volamen = ti. Alsdann erhält man 

Nach einem bekannten Satze ist fflr alle Puncte aufserhiäb des kleinen 
Raums fi,^{7 = 0; dagegen färPijncte innerhalb desselben ist dU=—4n. 
Also ergiebt sich 

JJJ QX -^ JJJ Ql eifM 

Wenn Qi^^ = yC{xi — x^f -\'(y'x — y,iT + (^i — ^^f) 'st. In den beiden flbrigen 

wr U 

Integralen kann man I/ = — setzen, welches 

J'qi dn * wiÄ«^ JJJ leT' ^J ^ 

giebt. 

Erwfigt man nun, dafs das erste Integral, über die Oberfläche einer 
unendlich grofsen Kugel ausgedehnt, verschwindet, so folgt 

Hiemit geht der Werth von g in 

ober. Vergleicht man diesen Aasdrack mit der Gleichung (2.)« so sogt sich, dafs 

also, wegen (4.), 

P ^ -^nhfffk^\W,, W^dx.drtdz, 

ist. Diese Gleichung, verbunden mit (3.)) giebt schliefslich : 

Eine Summe von reellen Quadraten, multiplicirt mit reellen und positiven GrOfsen, 
kann aber nur verschwinden, wenn jeder Term fOr sich verschwindet. Also 
mufs nothwendig 
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far alle Puncto des Raums sein, und folglich, wegen (2.)^ auch IF=:0. 
Also hat man identisch Q=:Q'* was zu beweisen war. 

Übrigens sieht man leicht, dafs auch kein imaginärer, von verschie- 
dener Ausdruck für fV der Gleichung (2.) genügt. Es sei nämlich W=W''\'ilV'\ 
wo W und fV" reell sind, so zieht man aus der Gleichung (2.)* 

woraus, wie vorher, FF' = 0, W" = folgt. 

Diesen Beweis habe ich in nicht wesentlich anderer Gestalt schon froher 
veröffentlicht (Neue Denkschriften der Schweizerischen naturforschenden Ge- 
sellschaft von 1848). Er vereinfacht sich etwas, wenn man die EOrper ilf,, 
ilfj, ... ^fm als homogen betrachtet, da alsdann die Gleichung (1.) die Form 



(6.) (?=-ii*/W+Oi)^ 

^ ^ i i/ dni ei 

annimmt. 

Herr Kirchhof machte mich darauf aufmerksam , dafs sich in diesem 
Falle die Gleichung (5.) einfacher folgendermafsen herleiten läfst. Es ist 

woraus, nach einer bekannten Eigenschaft der Oberflächenpotentiale, 

-^ — ) für Punde unendlich nahe an der Oher- 

-g— j und [^ — j bezeichnet 
werden. Also ist auch 

Mit Hflife der Gleichung (il.) zeigt sich aber leicht, dab 

f/fVi(-^)"dw, = f/f/lfVx. W^]dx,dy,äz, ist. 
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Die dreifachen Integrationen in diesen Gleichungen erstrecken sich in der 
ersten über den ganzen unendlichen Raum aufserhalb der Körper üfi, ^29 •••1 
in der letzten über den Baum innerhalb. Verbindet man sie mit der Glei- 
chung (8.), so erhält man die Gleichung (5.)i woraus man wie oben 
weiter schliefst. 

Übrigens läfst sich dieses Verfahren auch, mit einiger Modification, auf 
die allgemeine Form der Gleichung (2.) ausdehnen. 

n. 

Einfacher noch lifst sich der analoge Satz in der Theorie der Wärme 
nachweisen. 

Die Temperatur tf eines beliebigen Puncts im Innern eines festen 
Körpers ist als Function der Zeit t vollkommen bestimmt, wenn folgende Data 
bekannt sind: 

1) Die Temperatur des Körpers, zur Zeit / = 0, als Function der Coor- 
dinaten , ti/-^) = f{x, y, z). 

2) Die Temperatur der Umgebung, als Function 

V = (p(x, y,z, t) 
der Coordinaten der OberflAche und der Zeit. 

3) Die innere Leitungsfahigkeit des Körpers. Diese kann von einem Punct 
zum andern, und im selben Puncte, nach den verschiedenen Richtungen 
hin verschieden sein. Sie sei ki nach der Richtung der x Axe, A*, 
und ^3 nach der Richtung der y und z Axe« Ai, A2, A3 sind als 
gegebene Functionen von x, y, z zu betrachten. Eben so 

4) Die aufsere Leitungsfahigkeit h, und 

5) Die specifische Wärme 17. Zur Vereinfachung sei dieselbe auf die Ein- 
heit des Volumens bezogen, statt, wie gewöhnlich, auf die Einheit 
der Hasse. 

Die Temperatur u wird als Function der Coordinaten und der Zeit 
durch folgende Gleichungen bestimmt: 

(1.) not = a^ +— 5r^-+ az ' 

(2.) *x|^coso-f-A,^co8/9+^^cosy-|-*v(«>«') = 0, 

(3.) «teo = A*» y» «). 
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Die erste dieser Gleichungen gilt fär alle Piincle im Innerti des Körpers, 
die zweite für die Puncte der Oberfläche, a, ß^ y haben dieselbe Bedeutung 
wie oben Die Gröfsen ri, ki^ k^^k^^ h sind ihrer Natur nach positiv; aufser- 
dem betrachten wir sie als unabhängig von u und, mit Ausnahme von h, als stetige 
Functionen von x, y, z. Die Function yj(u, v) ist so beschaffen, dafs fOr 
u >> u', rp{u, v) > y){n\ i?), also immer 

(4.) (ii_ti')(v/(ti, v)-xpiu', r)) ^ 
ist. In der Regel setzt man \p{u,v)^=-u — r. Wir wollen nun folgenden 
Satz beweisen. 

yJBl9 giebt nur eine Fkinetion u, welche die BeJüngungen (1, 2 und 3.) 
y^gleichzeitig erfÜUV^ 
Beweis. Man setze wieder die Möglichkeit zweier Lösungen u und vf 
des Problems. Macht man u — vi :=^Wy so erhält man, in Folge der vorste- 
henden Gleichungen: 

,,, a»_<*.|F)^«(».^)^<».^) 

KP) V-Qf — di + dp + gj -1 

(6.) *i-g^cosa-f Ä^^cos/S-f-Äj^cosy-f Äy = 0, 

wo zur Abkürzung 

y =: y;{u,v) — '^{ti,v) 

gesetzt ist. Die erste Gleichung gilt fflr alle Puncte im Innern, die zweite 
för Puncte der Oberfläche. Aufserdem hat man fflr alle Puncte im Innern: 

(7.) w = für / = 0. 
Macht man in der Gleichung (A.)? Ü=^U' = w, und wendet die Gleichun- 
gen (5.) und (6.) an, so ergiebt sich 

— I hwffdw 
oder, wenn man i; als von t unabhängig betrachtet: 

WO ;> = / //^ ^^ ^ äydz ist. 

Der in der Parenthese enthaltene Ausdruck ist positiv, wenn u und u'y 
also auch w reell ist. Denn nach (4.) ist hiv(p eine positive Gröfse und das 
letzte Integral in (8.) besteht aus einer Summe reeller Quadrat^, multiplicirt 



V 
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mit positiven CoSfIficienten. Die Seile rechts der GJeichung (8.)^ <^« h. dier 
Differenfialquotient von p, nach / genommen, ist daher negativ^ wenn er von & 
verschieden ist, welches im ^flbrigen auch der Werth von w sein mag. Hieraus 
folgt, dafs wenn t wächst, die Function p immer abnehmen mnft, vrenigsteiis 
nie zunehmen kann. Aber fär / = ist ur^O, für alle Werthe von x, y, z, 
Aber welche die Integrationen in der Gleichung (8.) ausgedehnt sind; also Ist 
/» = 0. Da aber p mit wachsendem t nicht zunehmen und, als Summe von 
reellen Quadraten, multiplicirt mit positiven Coefficienten , auch nicht negativ 
werden kann, so folgt, dafs fflr jeden Werth von <, p=0 sein mnfe. Aber aus 

p = / riw^dxdydz == 

folgt, dafs identisch ti> = 0, also ti s=^ ti' ist. Das Problem läftt also ntun emm 
Lösung zu. 

Ganz wie in der vorigen Nr. Ififst sich nun weiter zeigen, dafS auch kein 
von verschiedener imaginärer Ausdruck von w den Gleichungen (5, 6, 7.) 
gleichzeitig genügt. 

In der Theorie der Wärme wendet man zuweilen den Satz an, dafs, 
wenn v, wit wachsendem /^ sich einer constanten Grenze 9o nähert, v^ eben- 
falls die Grenze von n ist, für / = ao. Ich glaube nicht, dafs bis Jetzt ein 
Beweis dieses Satzes gegeben worden ist; man begnügte sich, einen Er- 
fahrungssatz der Physik auf ein rein analytisches Problem zu übertragen. JDer 
strenge Beweis ergiebt sich aber sehr leicht mit Hülfe der Gleichung (8.). 
Es sei z. B. von Anfang an t7c=:r(,=r=ConsL, so werden offenbar die Gleichungen 
(land2.) erfüllt, wenn man t«==fo setzt. Es sei ferner u' die Panotion, 
welche den Gleichungen (1, 2, 3.) gleichzeitig genügL Offenbar werden die 
Gleichungen (5 und 6.), also auch die Gldchung (8.) erfüllt, wenn man 

tpost^o ^ ^' so^zt. Da nun der Differentialquolient von p^s^i^ni {t^—nydwdyd», 

nach t genommen, beständig negativ ist, so lange w endlich ist, so folgt, dafs 
sich für /=oo, i£^ = (ro — n') der Grenze für alle Werthe von x, y, z 
ntthern mufs; d. b. es wird tf^.^i'o* 

Die hier angestellten Betrachtungen lassen sieb leicht veraligemeBnem« 
Man kann z. B. setzen, dafs /^i, k^^ Ar,, h^ ij Functionen von / und selbst 
von tf seien. Diese Functionen sind aber gewissen Bedingungen unterworfen, 
wenn der bewiesene Satz gelten soll. Man kann femer annehmen, dafs statt 
eines einzigen Körpers ein System von Körpern gegeben ist, mit beüebigen 
Anfangstemperaturen, und dafs sie in einem diatkermalen Hittel von beliebig 
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veränderlicher Temperatur, der gegenseitigen Einwirkung, tbeils durch Strahlung^ 
theils in Folge von Berflhrnng ausgesetzt sind. Sind die Gröfsen k oder 17 
iftngs einer Fliehe discontinuirlich , so findet fOr die Puncte derselben eine 
Gleichung von der Form (2.) Statt. 

Dafs das Problem des Gleichgewichts der Temperaturen nur eine Lösung 
zulfifst, folgt als Corollar aus dem Vorigen. Der sßlbstSndige Beweis liefse 
sich auf die Gleichung 

gründen; aus welcher folgt, dafs für alle Puncte im Innern: 

dw ^ dtv ^ dw ^ 



dx ^' dy ^' dz 

also %o == Const. ist. Aufserdem folgt ti? = für alle Puncte der Oberflfiche, 
also^ da w eine stetige Function ist, Const. = 0, oder 11 = 11'. 

IIL 

Man setze, es sei in der Gleichung (2.) der vorigen Nr. tf;{u,v) = u — v. 
Bekanntlich kann die Bestimmung der Function u, weiche den Gleichungen 
(1, 2, 3.) genügt, auf die Bestimmung einer andera Function ü zurückge- 
führt werden, welche folgenden Gleichungen genügt: 

t^--) '?"5r = — öj— + — ^ — + — si — ' • 

(2.) ki-s — cosa-\-k,-^eosß-\'ki-j—eosy-\-kU=^0, 



(3.) ü^ =: Fix, r, «). 

Die erste Gleichung gilt fOr Puncte im Innern; die zweite fflr Puncte 
der Oberfläche. Beiden kann gleichzeitig durch einen Ausdruck von der Form 

genügt Virerden, a ist eine willkürliche Constante, P findet sich aus der 
partiellen Differentialgleichung 

(4.) _„P__j- + ^^-|-_jj 

Die Constante fi ist eine Wurzel der Gleichung 

(5.) Ä,|^cosa-fAr,-^cos/?-|-*,^cosy + ÄP = 0. 
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Diese Gleichung ist im allgemeinen transcendent und hat unendiicb 
viele Wuraeln. Bezeichnet man dieselben dnrch .u,^ .^9 ••• fim^ ••• und deutet 
die von ihnen abhängigen Gröfsen durch die nfimlichen Indices an^ so hat die 
allgemeinste Function, welche den Gleichungen (1 und 2.) genQgt, die Form 

(6). U = Sa^P^e-^-K 
Die Constanten a sind so zu bestimmen, dafs die Gleichung (3.) erfQlU wird, 
d. h. so, dafs für alle Puncto im Innern des Körpers, 

(7.) F{x, y, z) = 2a^P^ 
ist. Die Möglichkeit, auf diesem Wege die Aufgabe zu lösen, hangt von 
folgenden Bedingungen ab. 

1) FQr / = oo darf ü nicht unendlich und auch zu keiner perio* 
dischen Function von / werden. Denn nach der vorigen Nr. mufs sogar 
I7«s» ^= sein. Es ist also nöthig, dafs die Gleichung (5.) reelle und posi- 
tive Wurzeln habe. Ffldls es imaginfire oder negative Wurzeln giebt, mQssen 
die davon abhängigen Glieder aus dem Ausdruck (6.) wegfallen. 

2) Die Lösung der allgemeinen Aufgabe setzt voraus, dafs eine ganz 
willkürlich gegebene Function F{x, y, z) sich innerhalb bestimmter Grenzen 
in eine Reihe von der Form (7.) entwickeln lasse. Hiezu ist nöthig^ dafs 
die Reihe unendlich viele Glieder, also die Gleichung (5.) unendlich viele 
reelle und positive Wurzeln habe. Dafs Dieses auch genügend sei, mufs be- 
sonders nachgewiesen werden. 

Pohson zeigt, dafs alte Wurzeln der Gleichung (5.) reell sind. 
(Theor. math. de la cAaleur, p. 178.} Dafs sie auch positiv sind, weiset 
er nur in besonderen Fällen aus der Form der Gleichung nach. (Ibid. p. 294.J 
Poiseon geht von der Gleichung 

JffriPP^dxdydz = 

aus. in weicher P und P^ den Wurzeln fi^=i? und /ii=^k] entsprechen. 
Diese Gleichung gilt aber nur. wenn it^ und Tjk] verschieden sind. Nemlich es ist 

allgemein (a^ — '^v///v P^i dxdydz = 0. Setzt man nun A «=.^ -^^y—l^ 

Äi=y— /y-1, so folgt, dafs 

2gg^^\fff(G'\G^)ridxdydz = 

sein mufs. Hieraus folgt aber nur, dafs gg' ^=sQ sein, d. b., dafs i?' reell sein 
mufs : dafs y = 0, folglich }^ positiv sein mufs, folgt auf diesem Wege nicht 
Indessen kann der Beweis auch allgemein gegeben werden. 

43* 
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Es MiMi BMiliok fJL nnd (ii 2¥rei Worfeln der Gieiebiiiig (5.)) vxA 
Pvmi Pt ^ eiit0precii0mlen Integrale der Gleichoog (4.)- In derOleiebimg (B.) 
setse mm 

so erbili man, wemi man den Factor e^f* weglifst und die Gleichungen 
(4 ^1 5.) anwendet: 

(8). = ^fiJjfpiPPtdxdydz 

Nun nelMie man an, die Gletclrang (5.) habe eine Worsel Yon dser Form 
|Mc=iju^-f jtt'Y-*!, wo fi^ mid fi" reeU sind, so mafete,, da sicfti P als reefie 
Fnnefion von ^u, ar^ y, i^ voraossetxen lifst, eine zweite Wnrzel von, der 
Form fi^sszfM.'—fi^^i vorkommen. Diese Wertbe in Pund P| subst^irt, wtlrden 

^=«+©7^1, P^ = G-&^^1 
geben, nnd dadurch geht die Gleichnng (8.) in 

+yZ/"l*.0+ (!!)■) +*-((f)'+(f)') 

+*.((ll)+©")l<^<r* 

qW. Iq dieser Gleidiaog siod alle Glieder reell, aafser den in fi" multipii- 
eirten. Diese also müssen besonders verschwinden; d. h. es mufs 

dflo /t" — 0, iu = jui nnd folglich fi^'^O, P=:^P^t^G seÜL Die obige 
Gieidrang wird demnach m 

= -^fi.jYßiP'dxdydt^fP'kdw 

+^l*.(^)+*.(f)'+*.(^)l-'**- 

Diese Gleichung kann aber offenbar nur besteben, wenn fi /meitiv \^t. Denn 
wäre fi negaÜT, so bestände ihr zweites Glied aus einer Summe reeller und 
positirer Gröfsen, und könnte also nicht verschwinden. Atle Wurzeln der 
Gleichung (5.) müssen also reett und positiv sein. 
Zflrich, den 5ten Januar 1851. 
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35. 

Über die Gesetze der Wftmieleitung im iBAem 

m 

fester Körper; unter Berücksichtigung der dureh 
ungleichförmige Erwftnuung erzeugten Spannung. 

(Von Herrn Jacob Amskr, Privgtdocenten an der Universität zn Zürich.) 

(Ana den Denkscbriften der Schweizerischen natarforschenden Gesellschaft, rom Jaht 1850.) 



Lieitet man einem Körper freie Wftnne m^ nnd sorgt dordi IrgMlfl 
welche mechanische Mittel dafar, daft er ^ch in Folgte der Tem|ierattrr- 
Erhöhung nicht ausdehnen kann, so steigt seine Temperatur rasdh'er, ats WMti 
seiner Ausdehnung kein Rindernifs entgegengesetzt wird. Man kante dfefse 
Wahrnehmung so aussprechen: 

^Die specifische WArme der Körper unter canstantem Drücke fst gröfeer 

als bei cofutantem Volumen.'''* 
Dieses Gesetz ist ohne Zweifel allgemein. Ffir die gmförmiifen KörpM" 
sind darflber zahlreiche Versuche angestellt worden (ron Delaroche mlid 
Berat dj namentlich aber von Dultmg). Fär feste Körper sind mir nur von 
W. Weher ^Poggendorp Annalen, Bd. XX. S. 177) und G. Werfkehh 
(Ann. de chim. et de phys. Ser. III. T. 12. p. 385) eigentliche Beobach*- 
tungsreihen bekannt; die indefs zur Genflge zeigen, dafe der Unterschied d^ 
beiden specifischen Warmen sehr bedeutend ist. 

Durch diesen Umstand niflssen natarlich die Gesetze der Wftrmeteitunig 
im Innern der Körper wesentlich modificirt werden. Von den Geometem, 
welche sich mit der mathematischen Theorie der Wflrme beschäftigten, hat 
bis jetzt, meines Wissens, keiner darauf Rflcksicht genommen. Blofs PoisJHm, 
in einer Nöte zu seiner ^Theorie mathömatique de la chaleur'', giebt eine 
Andeutung fflr den Fall, dafs der erwArmte Körper in flässigem Zustande ist. 
In gegenwartiger Abhandlung beschranke ich mich darauf, die Fiin- 
dpien der vervollständigten Theorie im Allgemeinen anzugeben und die we- 
sentlichsten Momente ihrer Anwendung auf einige einfache Falle zu entwickefn , 
ich hoffe, dieselben in der Folge weiter ausfahren und mit Beobachtungen 
vergleichen zu können. 
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§. 1. 

Ein homogener Körper habe das Volumen V, die gleichförmige Tem- 
peratur ti, und stehe unter einem gleichförmigen äufsern Drucke p. Man theiie 
ihm die freie Warme Jco mit, und vermehre den Druck um Jp, so werden 
auch die Temperatur und das Volumen des Körpers sich ändern, respective 
um Ju und JV. Die Gröfsen Ju und JV sind durch J(o und Jp voll- 
ständig bestimmt. Überhaupt hangen die Gröfsen J(o, Jp, Ju, JV so von ein- 
ander ab, dafs durch irgend zwei derselben die beiden andern gegeben sind. 
Das Gesetz dieser Abhängigkeit ist nicht strenge bekannt. Kennte man den 
analytischen Ausdruck dafQr, so liefsen sich ohne Mähe die Differentialglei- 
chungen aufstellen, welche die Gesetze der Wfirmeleitung im Innern der 
Körper ausdrücken. Die Anwendung dieser Differentialgleichungen wflrde indefs 
ohne Zweifel, selbst in den einfachsten Fallen, auf unflbersteigliche analytische 
Schwierigkeiten führen. 

Wir müssen uns daher mit einer nfiherungsweisen Lösung der Aufgabe 
begnügen. Jenes Gesetz kann innerhalb gewisser, bei verschiedenen Körpern 
verschiedener Grenzen und für unsere Zwecke mit hinlAnglicher Schfirfe durch 
folgende Sfitze ersetzt werden, die wir unsem Untersuchungen zum Grunde 
legen werden. 

1. Wird einem Körper freie Wurme zugeleitet, so steigt seine Tem- 
peratur proportional mit der aufgenommenen Wärmemenge. 

2. Zugleich strebt er, sich auszudehnen. Werden die auf seine Ober- 
flftche wirkenden Kräfte constant erbalten, so ist die Zunahme des VolUmeju 
proportional mit der Zunahme der Temperatur. 

3. Wirken auf einen Körper äufsere Druckkräfte, so nimmt sein 
Volumen ab. Bei constanier Temperatur ist die Abnahme des Volumens 
proportional mit der Zunahme des Drucks. 

4. Wird, statt der Temperatur, die Wärmemenge des Körpers constant 
erhalten, so steigt seine Temperatur proportional mit der Zunahme des Drucks. 

5. Die verschiedenen Goöfficienten , von welchen die angegebenen 
Modificationen abhangen (specifische Wärme, Ausdehnungscoöfficient, Elasti* 
citätscoöfficienlen), sind unabhängig von Temperatur und Druck der Körper. 

6. Als Grenze, wo diese Sätze aufhören auch npr nähernngsweise 
richtig zu sein, kann im Allgemeinen der Punct betrachtet werden, wo eine 
Änderung der CohdsionsverAältnisse eintritt. Mäfsige Abweichungen haben 
auf die Wärmeleitung nur sehr geringen Einflufs. 
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• 

§. 2. 

Um die durch die Temperaturveränderong erzeugte Spannung in Recli- 
Bung ziehen zu können, mfissen wir einige Sätze aus der Theorie der 
Eiasßcitäi benutzen. 

Es seien x, y, z die Coordinaten eines Puncts p im Innern eines 
Körpers, dessen Temperatur man als gleichförmig, oder doch als stationSr 
betrachtet. LSfst man auf seine Oberfläche beliebige DruclckrAfte wirken, so 
pflanzen sich $}|eselben in seinem Innern fort, und die Lage jedes Puncts 
ändert sich. Die Coordinaten von p werden in ar -f 0'> X -f ^'y ^ -f c' Olier-- 
gehen; wo el, V, ^ Functionen ron x, y, z sind. 

Bezeichnen Ä, B, C; Ä^^ Bi^ Cr, Az^ B,, C2 gewisse Functionen 
von ^, y, z, and setzt man I 

j; = F. = (a+^)^+(C,+Ä)^, 

so sind, nach Cauchy (Exercices, T.III), die Componenten der Molecular- 
Wirkung auf den Pnnct pi 



Z = «5. + ^ + ^. 
ax ^ dy ^ dz 

Fflr Puncto an der Oberfläche ist 

X = X^ cos (x, #) -f J^ cos Cy,^)-f-X, cos («,*), 

(D.) { T = r^cos ( J?, e) + Fy oes (y, *) + F, cos (a:, ä) , 

Z"= Z, cos (a?, *) -f Zy cos (y,^)-j-Z. cos («,«)• 
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Hier bezeichnen (^x,s)^ (y^*)^ (^^*) die Winkel, weiche die Coor- 
dinaten - Axen mit einer Geraden s bilden, welche im Poncte x, y, z der 
Oberfläche normal zu dieser ist. Es seien ferner X', Y', Z' die Compo-- 
nenten der übrigen, auf einen Punct im Innern wirkenden Kräfte (s. B. der 
Schwerkraft), X\ Y/, Z' die Componenten der auf die Öberflfiche wirkenden 
DruckkrAfte, so sind die Bedingungen des Gleichgewichts: 

(ß.) = XJ-JT', = r-f-F', = Zi-Z', 
(F.) = T+T, = r+ F, = Z + ^. 
Befinden sich die Theilchen des Körpers nicht in Ruhe, sondern in vibrirendem 
Zustande, so sind die Gleichungen (£.) durch folgende zu ersetzen: 

p^ = Z4.Z'. 

Hier bezeichnet p die Dichtigkeit im Puncte x, y, z; t die Zeit. 
Ist der Körper homogen und unkrystallinisch, so sind die Gröfaen A, A^^A^ etc. 
Constaateo, und die Gleichungen (^A. und B.^ nehmen folgende Form au: 

'^r^^ dy + dzr 

r. = z, = l*(»-i)|f+*: 

Der Coöfficient n hangt von der Anordnung der kleinsten Theile dea 
Körpers ab, so wie von dem Gesetze, nach welchem dieselben anziehend und 
abstofsend auf einander wirken, und ist daher durch Versuche zu ermitteln. 

Man kann dazn gelangen, wenn mau die Pormverflnderung eines pris- 
matiacben oder eylindrischen Stabes beobachtet, der durch eine Kraft L in 
dar Ricbtnog seiner Axe znsammengedrOckt wird. Es sei / die LAnge, V das 
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Volamen des Stabes, so giebt die Aowendang der angeschriebenen Formeln 
fflr die Veränderung seiner Länge und seines Volumens die Relationen 

M _ (n+1) J^ 

l ~ (M+2)(«— 1)** ' 

JV _ ' L 

(ä:.) { y ~ (H+2)* ' 

[also 

M n'\'i Jv 

/ n — 1 ü 

• •* 

Poisson (Mem. de TAcad. des sciences, T. VIIL p. 357) fand durch 
theoretische Betrachlungen n = 3 ; in Übereinstimmung mit den Beobachtungen 
von Caymard-Latour. Dieses Resultat ist neulich von JVertheim (Ann. de 
chim. et de phys. Ser. IIL T. 23. p. 52) angegriffen worden. Er fand nemlich 
aus sehr sorgfällig angestellten, zahlreichen Beobachtungen, fflr Messing und 
Krystallglas sehr-ninho n = 2: eine Zahl, die auch mit den /{i|^nati//'schen 
Beobachtungen Aber die Zusammendrückbarkeit der Piezometer aus Messing 
und Kupfer genauer stimmt, als die von Poisson. Wertheim erhielt fflr 
Messing durchweg einen etwas gröfsern Werth, als für Krystallglas; es ist 
daher möglich, dafs fflr verschiedene Körper auch n verschieden ist. Jeden- 
falls ist sein Werth noch nicht aufser Zweifel gesetzt, und ich habe deshalb 
n im Folgenden unbestimmt gelassen, um die sich ergebenden Resultate fflr 
jeden Fall anwendbar zu machen. 

§. 3. 

Zufolge §. 1. (5.) gelten die Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
fflr jede Temperatur, und offenbar auch dann, wenn der Körper ungleich- 
förmig erwärmt ist. Allein es ist wohl zu merken, dafs in denselben a', h\ d 
die nur durch die Druckkräfte direct erzeugten Verrflckungen bedeuten. 
Ändert sich mit dem Drucke auch die Temperatur des Körpers, so mufs den 
durch die Temperatur -Änderung allein hervorgebrachten Verrflckungen beson- 
ders Rechnung getragen werden. Bezeichnet man dieselben durch €l\ V\ c"j 
so sind die ganzen, durch Änderung des Drucks und ^ der Temperatur erzeug- 
ten Verrflckungen eines Theilchens p: 

Man nehme zunächst an, der Körper sei homogen und unkrystatlinisch, 
a bezeichne den linearen Ausdehnungscoöfficienlen, u die Temperatnrzunahme, 
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332 ^tf* Amsler, über die Wärmeleiiung in fenten; Körpern. 

JT, y, z die Coordinaten des Theiichens p. Alsdann ist offenbar 

dcf" dV' dc^' 

dx dy dz 

und da die Temperalur-Ändcrang bei fiomogenen Körpern mit keiner Form- 
Änderung verbunden ist: 

^"=0 -^ = -^ = 0. 

dz ' rfx ' äy 

Substitttirt man diese Werthe in die Gleichungen (JH.. /.), so gehen sie in 
folgende Ober: 

^' = *("S+^+-E-)-*(»+2)"'- 

(t.) { y, = *(-^+»|+-s-)-*t"+«""' 

Z. = *(-3I-+-|-+''^)-*(»+a)«. 
(MO (Z, = X. = «»-D (s + e)' 

Ist der Körper krystaUinisch und ittcA/ homogen, so wird im Allge- 
meinen ein Element desselben sich nach jeder Richtung anders ausdehnen. 
Es lassen sich nun, wie leicht nachzuweisen, drei auf einander senkrechte 
Richtungen angeben^ in Bezug auf welche die Ausdehnung ein Maximum oder ein 
Minimum ist. Man bezieichne durch ^, ij, ^ diese Richtungen fflr das Element p, 
nild durch a, ß, y die Ausdehnungscoöfficienten nach denselben. Die Aus- 
dehnungscoöfficienten nach den beliebigen Richtungen x, y, z sind alsdann: 

— . = aG08'(ar,5^-f/?cos-(ar,i;)4-yco8'(ar,^), 
(iV.) ^/y = ^ = aco8*(y,f)+/9co8^(y,i?)+ycos^(>-,S), 
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AafserdeiD hat man 



„ r/6" dd' 



dz dy 

«cos(y,f)cos(«, §)-f /3cos(>-,77)cos(Ä,ij)-f ycos(y, ^)cos(«:,C), 

ff' = ^ ^ ^ 

(0.) < ' d.r dz 

a cos {fs, S) cos (x, S)'\'ß cos {z, 17) cos (x, 17) -f p' cos («, ^) cos (ar, ^), 



/' 



rfo" rfy' 



rf/ dx 

aco${x,S)cos{y,§)'-\-ßco3{x,7i)cos{y,ri)'\-ycos{x,^)cos{y,l^), 

Da wir int Folgenden keine Anwendung von diesen Formeln machen 
werden, übergehe ich ihren Beweis. Die in der Theorie der Wärme nöthigen 
allgemeinen Gleichungen erhält man mit HQlfe des Vorhergehenden aus den 
Gleichungen (^A. und B.")^ wenn man darin 

daf _ da , dV _ dh ,. dff _ de .^. 

^ ^^ \di '^~^ ' W W~^ ' 'W~'iy'^ ' 



setzt. 



rfo' da af, dV db II ^ dd de , 

fl^« dz ' ^ dz dz 'dz dz ' 



§. 4. 

Wir haben im Vorhergehenden den Einflufs untersucht, welchen die 
Temperatur-Änderung eines Elements auf die in ihm wirkenden Kräfte ausübt. 
Es bleibt nun fibrig, anzugeben, wie die Temperatur des Elements umgekehrt 
von dem Drucke, unier welchem es steht, und von der. in ihm enthaltenen 
Wärmemenge abhangt. 

Theilt man einem Elemente vom Volumen V die Portion freier Wärme 

Ja) mit, und läfst zugleich auf seine Oberfläche beliebige Drucke wirken, so 

werden sich Volumen und Temperatur ändern: respective um ^F und Ju. 

Diese Änderungen hangen von den Elasticitätsverhältnissen des Elements und 

von den Coef&cienten der Ausdehnung durch die Wärme ab; ferner von der 

specifischen Wärme bei constantem Volumen tj, und von der specifischen Wärme 

bei constantem Drucke e. Alle die genannten Gröfsen betrachten wir, gemäfs 

der Annahmen in (§. 1.), als Constanten, d. h. als unabhängig von Temperatur 

und Druck. Hiernach leuchtet ein, dafs das Element den nämlichen Endzu- 

44» . 
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stand annehmen wird, man mag ihm die Wärmemenge J(o mittheilen, gleich- 
zeitig wie die Druckkräfte wirksam werden, oder zum Theil vor- oder nachher. 
Bringt man zuerst die Druckkräfte an, so werden diese das Yolnmen des 
Elements zu vermindern streben. Diesem Bestreben kann das Gleichgewicht 
dadurch gehalten werden, dafs man dem Elemente zugleich eine entsprechende 
Wärmemenge mittheilt, indem diese sein Volumen zu vergröfsern trachtet. 
Es sei also J(o' die Wärmemenge, welche nöthig ist, um die durch den äufsern 
Druck erzeugte Volumen -Änderung zu compensiren, und Jv! die dadurch 
bewirkte Temperatur-Erhöhung. Da diese, der Bestimmung gemäfs, mit keiner 
Volumen-Änderung verbunden ist, so hangt sie von der specifischen Wärme 17 
ab. Man hat also 

Ja)' =: (fTjVu'. 

{} bezeichnet, wie früher, die Dichtigkeit. 

Theilt man nun dem Elemente eine fernere WiSrmequantität Ja)" mit, 
während man die Druckkräfte ungeändert läfst, so wird sich das Volumen 
um ^^F ändern. Es entspreche der Wärmezunahme Jcd" die Teroperaturzu- 
nabme Ju"^ so ist 

a, ß, Y haben dieselbe Bedeutung, wie im vorigen Paragraphen. Nach der 
Voraussetzung ist die Temperatur -Änderung Jti^ von keiner Änderung der 
äufsern Drucke begleitet. Sie hangt also von der specifischen Wärme £ 
ab, so dafs 

ist. Bezeichnet nun Jio die ganze Wärmezunahme des Elements, Ju die 
ganze Temperatur-Erhöhung, so ergiebt sich 

Ju = /lu'^Ju''. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen Jix)\ Jo)"; Au* und /lvl\ so erhält man 

Die Temperatur jedes Elementes eines Körpers wird sich im Ailga- 
meinen mit der Zeit / ändern; in jedem Augenblicke mufs aber diese Glei- 
chung erfOllt werden. Man hat also auch . 

du i dw je—ii) "VF/ 

dt (fnV'dt {a\-ß^7)n' dt 
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Bezeichnet mao die innere Leitangsfähigkeit des Körpers durch K^ so ist 
nach Courier: 

Vdi rfx «- fly » i/2 ' 

und allgemeiner, wenn man die Leitungsfflhigkeit des Körpers nach verschie- 
denen Richtungen hin als verschieden betrachtet: 



<«.^) , <«.^) , <'-^) 



V di ~ dx '^ dy "^ dz ' 

wo K^^ ^2 9 J^z Functionen von x, y, z und u sein können. Wird der Körper 
homogen und unkrystailinisch und K von u unabhängig angenommen, so folgt 

1 dfü 



wo zur Abkürzung 



V äT = ^^''' 



•, d*u I rf'ii . rf*u 



gesetzt wurde. Es sei aulisierdem 9 = -^, also 

da , dh [de 

so geht die Gleichung fflr -^ in 

aber. FQr Puncte der Oberfläche gilt die bekannte Gleichung 

d§A 

wo V die äursere Temperatur, k die äufsere Leitungsfähigkeit und -^ den 

Differentialquotienten von u nach der (nach aufeen gerichteten) Normalen der 
Oberfläche des Körpers bezeichnet. 

$.5. 

Die in ($§• ^ bis 4.) entwickelten Formeln enthalten die volIsUn- 
digen Bedingungen , welchen die Probleme der unendlich kleinen Schwingungen 
und der Fortleitung der Wärme im Innern der Körper unterworfen sind. Be- 
vor wir sie auf die letztere Aufgabe anwenden, welche den Hauptgegenstand 
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dieser Abhandlung ausmacht, wollen wir zeigen, wie sich mit Hülfe derselben 
das VerbaUnifs — fflr feste Körper aus Beobachtungen ableiten Iftfst. 

Wirkt auf die Grundflächen eines prismatischen oder cylindrischen Stabes, 
von der Lfinge / und dem Volumen V, in der Richtung der Axe eine Kraft L 
(auf die Einheit der Fläche), so werden sich seine Lange, sein Volumen und 
seine Temperatur respective um Jl, JV, Ju andern. 

Wird die Temperatur-Andemng Ju aufgehoben, indem man dem Stabe 
Warme zuföhrt, oder entzieht, so geht Jl in Jl\ JV in Jl'* Ober. 

OiTenbar ist 

Jl JP i ^ 

— p- = — p--|-3a-^ii. 
Nach (§. 2. /T.) ist aber 



l ~ (n4-2)(#i— 1)& 

JV iL 



T ~ ~ (n-f 2) T^ 
folglich 

Jl ;i + l h 



^aJu 



l (w^2)(„_i) L 

V fi-|-2 k ' 

Ju findet sich mit Hfllfe der Formel (C?.)? wenn man darin oi = setzt, in- 
dem angenommen wurde, dafs die Temperaturveranderung blofs in Folge 
der Andemng des Volumens, nicht aber der Wärmemenge des Stabes, ent- 
standen sei. Man hat also 

Die letzten drei Formeln geben 

L = 3(>i+2)(»— l)t M 

J3(«4.1)-l=2.(n-l)j * ' ' 

oder, wenn man den BlasticiUtsco^f&cienten q= ^""^ '}^ ' einfahrt: 
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(t/.) 



Q ^ — I? W — 1 / 

3 — —irpi 



Hat man die Temperatur -Änderung beobachtet, welche in dem Momente er- 
folgt, wo die Kraft L in Wirksamkeit tritt, so erhält man mit Hfllfe der 

Formel (^.) das Verhfiltnifs — ; nämlich 

T = ' Z 

IVeher, welcher Beobachtungen in dieser Absicht anstellte, bediente 
sich in der oben angeführten Abhandlung einer unrichtigen Formel. Die so 
eben abgeleitete ist nach seiner Bezeichnung: 

Fflr Ju ist hier zu setzen: 

/ ist dieselbe Zahl, wie bei Weher; A = — --^ ; fl ist die iufsere Leitungsfflhig- 

keit des beobachteten Drahtes in schwingendem Zustande, r sein Radius, if seine 
Dichtigkeit; T» und T^ sind die Zeilen, welche vom Momente der Spannungs- 
Änderung der Saite, respective bis zum Anfang der Beobachtung und bis zum 
Ende derselben verflossen sind (also bei den FFed^schen Experimenten 
To = i, Ti = 5-|-^ Secnnden circa). H ist an der schwingenden Saite selber 
zu beobachten. Weher zog / statt Ju in Rechnung, vernachlfifsigte also den 
Einflufs der AbkOhlung; was bei seiner Beobachtungsmethode nicht geschehen 
darf. (Man sehe die oben citirte Abhandlung von Weher^ 

Eine andere Methode zur Bestimmung von — fflr feste Körper stötzt 

sich auf die Beobachtung der Geschwindigkeit des Schalles in denselben. 

Zu diesem Zwecke kann man prismatische StAbe formen und dieselben 
in tönende Schwingungen versetzen; am besten in Longitudinalschwingungen. 
Fflr diese erhält man aus der Gleichung QB.}. auf bekannte Weise, die Diffe- 
rentialgleichung 

//Vi 3q d'a 



e 



1//* o * — V >* — 1 dx* 



a bezeichnet hier die Verrflckung eines Querschnitts in der Entfernung j* von 
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der einen Basis. Die Beweg^nng pflanzt sich im Stabe mit der Geschwindigkeit 

r' = 




fort, v' kann ans der Länge des Stabes und der Tonhöhe leicht gefunden 
werden. Es sei v die unter der Hypothese 6=7] berechnete Schallgeschwindig- 
keit, also 

so giebt vorstehende Formel: 

Wertheim, in seiner ersten Abhandlung über Elasticitfit der Metalle, 
wendete diese Methode an. Allein die von ihm benutzte Formel ist gleichfalls 
unrichtig. Er setzt nämlich 

— = 1,8t--08, 



Während sich aus unserer 


Formel 




HL 


-6i;-5 


fflr n — 3 


und 


• 




n 


-9^-8 


für n — 2 



ergiebt. 

JVertAeim scheint zu seiner Formel durch Anwendung des Pomoit- 
sehen Satzes gelangt zu sein, dafs die Schallgeschwindigkeit in einem unbe- 
grenzten Medium zu der in einem dünnen Stabe sich wie }/6 zu ^5 verhalte. 
Allein Dies ist nur dann richtig, wenn man ££=97 und it = 3 setzt. 

§. 6. 
Sind die Kälte- und Wärmequellen, denen ein Körper ausgesetzt ist, 
nebst den äufsem Druckkräften constant, so wird sich mit der Zeit ein vom 
anfänglichen Wärmezusland unabhängiges Gleichgewicht der Temperaturen ein- 
stellen. Zugleich werden sich die Yerrfickungen der Theilchen einer unver- 
änderlichen Grenze nähern. Man wird also -^ = 0, -^ = fflr <=cx) finden. 

Die Gleichung (l^., §. 4) wird demnach zu 

du = 0; 
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d. b. die Bedingung des Gleichgewichts der Temper. Juren ist von a und 17 
unabhängig. Dagegen giebt es nur einen einzigen Fall, wo die verändere 
liehen Temperaturen von (c — rf) unabhängig sind und wo die darauf be- 
züglichen Bedingungsgleichungen mit den von Fourier aufgestellten überein- 
stimmen; nämlich den, wenn der erwärmte Körper einen dünnen Stab oder 
geschlossenen Ring bildet, dessen Querdiniensionen so klein sind, dafs die 
Temperatur eines jeden Querschnitts als gleichförmig betrachtet werden darf, 
und wenn zugleich die auf die Oberfläche wirkenden Drucke constant sind. 
Alsdann ist offenbar cp = Sau. Setzt man diesen Werth in Gleichung QB. §. 4.)^ 
so ergiebt sich 

du JSC V « — tj du 

dt QTj fj dt ^ 

d. h. 

du X « 

-j- = — au. 

dt Qt 

Dieses ist die bekannte Gleichung, welche bis jetzt alle Analysten 
ihren Untersuchungen über die Wärme zum Grunde gelegt haben, und die man 
aus (/?. §.4.) erhält, wenn man darin e^=r] setzt. 

s- 7. 

Am meisten Interesse hat die Untersuchung der Temperatur-Verhältnisse 
einer homogenen Kugel, oder einer Kugelschale, die von concentrischen Kugel- 
Oberflächen begrenzt ist. Die analytischen Entwicklungen lassen sich in diesen 
Fällen mit aller für die Anwendung auf Experimente wünschenswerthen All- 
gemeinheit und mit ziemlicher Einfachheit durchführen. Wir begnügen uns 
damit, hier die Hauptmomente nur für die volle Kugel zu entwickeln, und 
nehmen dabei die willkürlichen Bedingungen des Problems möglichst einfach an. 
Nämlich, wir setzen, zur Zeit 1=0 sei die Kugel so erwärmt, dafs alle 
Puncto in gleicher Entfernung r vom Centrum die gleiche, aber willkürliche 
Temperatur ii» haben. Es ist also 

(1.) u, = f{r), 
wo f{r) eine willkürlich gegebene Function des Radius -vector ist. Die 
Temperatur der Umgebung sehen wir als constant an; eben so den normal 
gegen die Oberfläche der Kugel gerichteten Druck. Beide lassen sich =0 
setzen, ohne dadurch die Aufgabe weiter zu beschränken. Es sei also 

U=0, .r = o, F=:0, Z^ = 0. 
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Übrigens wäre die Lösung noch möglich, wenn man ffir die äafsere Temperatnr 
und den Druck beliebige Functionen der Zeit setzte. 

Auf Puncte im Innern sollen, nufser den molecularen, keine andern 
Krfifte wirken; d.h. es sei 

X = 0, r' = 0, Z'=0. 

Offenbar werden unler diesen Voraussetzungen die Temperatur und die 
Verrflckungen irgend eines Puncts, zu einer beliebigen Zeit i, allein Functionen 
seiner Entfernung r vom Mittelpuncl der Kugel und von t sein. Transformirt 
man du, unter Berficksichtigung dieses Umstandes, in Polarcoordinaten, indem 
man den Mittelpunct der Kugel als Anfangspunct annimmt, so erhfilt man 



Sti 



i d^(ru) 



r dr^ 
und die Gleichung (/t.) geht in 

^^'^ dt ~ ^r S^*~ 3afj Hr 

Ober. Schreibt man der Kflrze wegen A statt -j^, so giebt die Bedingung an 
der Oberfläche QS.^: 

(3.) ^+Au = 0. 
Aus (^.) folgt, unter Anwendung der Gleichungen (L. und Jf.): 

(4.) = »-g~(« + 2)«-^, 

WO 

rfg I rf& I de 

^ ~ dx ' "^ ' "^ 

die Dilatation des Elements ist. Es sei r(l-|-^) die Entfernung eines Pnncts 
vom Mittelpuncte der Kugel zur Zeit < = 0, d. h., es sei r& die Verrflckong 
des Puncts in der Richtung des Radius, so erhält man 

(5.) ip = 3^+r^. 
Die Gleichungen (D. und F.^ geben 

(6.) = y+(n-l)^_(n+2)ii«. 

Diese Gleichung gilt nur fflr Puncto der Oberfläche, also nur ftr r = Tq, 
wenn r^ der Radius der Kugel ist. 
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Uosre Aufgabe ist nun, eine FanctioD u von r und / zu finden, welche 
den Bedingungen (1 bis 6.) genügt. Als siebente Bedingung kann man binzu- 
fflgen , dafs fOr r = die Yerräckung r& nicht unendlich werden darf. 

§. 8. 
Aus der Gleichung (4.) ziehen wir zunächst 

WO F(t) eine willkOrliche Function der Zeit isL Aus (5.) folgt 



Das Integral mufs für r = verschwinden , da sonst im Mitteipnncte der Kugel 
r& unendlich würde. Setzt man hierin für <p seinen Werth, so wird 



Dieser Ausdruck für & in die Gleichung (6.) substituirt, giebt 
folglich 

•o 

Mit Hülfe dieser Gleichung kann man aus (2.) (p eliminiran und erhält 

^ -^ \ ' 3n fi y dt Qfir dr* n n r\J dt 

Diese Differentialgleichung ist linear und in Rücksicht auf die Variable / von 
der ersten Ordnung. Man kann also 

(9.) * ru = ^•'••'ii 
setzen; wo m eine Constante, die wir vor der Hand unbestimmt lassen, und 
V eine Function von r allein ist. Die Substitution in (8.) giebt 

(10.) ^ + i^(.+:^) = 0, 

WO zur Abkürzung 

rJmV 2(w— l)i?+(n+2)t 



(11.) 



«' =- -K 3Ä 

. _ 6(n~l)(<-i7) 

s =■ f^rvär 

45 
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gesetzt wurde. Das vollständige Integral der Gleichung (10.) ist 

. . £71* , „ ar bsr 

V = /sm— +^ cos- -p-. 

y 

Da — für r=:0 nicht unendlich sein kann, weil sonst u im Mittelpunct der 

Kugel bestandig unendlich wäre, so mufs ^ = sein. Der blofse Anblick 
der Gleichung (10.) lehrt, dafjs wenn die Function v ihr genflgt, auch gv ihr 
genägen mufs, wenn g eine willkflrliche Constante ist. Wir können deshalb, 
zur Vereinfachung 'der Bezeichnung, 

r4f\^ . ar bsr 

(12.) V = sin— 



r^ rl 



setzen; und dann ist gv das allgemeinste Integral, dessen wir bedflrfen. 

Multiplicirt man die Gleichung (12.) mit rar und integrirt von bis Tu, 
so erhält man, mit Berücksichtigung von (11.)* 



rf 



's == -^(sina — acosa) — }sb, 

woraus 

r4Q^ rl sin« — acosa K , . . 

(13.) * = ^ i^^A = ^jjjjT^8in«-«cos«) 

folgt. 

Wir haben nun fflr u den Ausdrack 

/ ■ — \ 

(14.) « = ^ . -f «- -' = g \-^ - ^) e-"- 

•gefunden. Soll derselbe die Aufgabe lösen, so mufs er der Bedingung an 
der Oberfläche (3.)? nämlich 

genflgen. Die Substitution von u aus (14.) giebt, nach einer einfachen 
Umformong, 



tanga _ ' a*{i-\-ib) 

oder, wenn man fflr b seinen Werth setzt, 

(15.) l!in£? =. "^ » ' «* 



i_r.A+2iit=i>il:i2)i:^ 



n 
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Alle Gröfseo in dieser Gleichung sind gegeben, aufser allein a. Damit sie 
erFallt werde, mfissen wir für a eine ihrer Wurzeln setzen. 

Offenbar hat die Gleichung (15.) unendlich viele Wurzeln, die, ihrer 
Gröfse nach geordnet, durch ^x, ^29 ••• ^h'i ••• bezeichnet werden sollen. 
Mit Hölfe einer jeden kann man eine particulare Lösung der Gleichung (8.) 
von der Form (14.) bilden, welche zufolge ihrer Herleitung den Bedingungen 
(2, 3, 4 und 6.) genügt. Den allgemeinsten Ausdruck von u erhält man.» 
wenn man die Summe aller dieser particularen Lösungen nimmt. Deutet man 
die von der Wurzel ai abhängigen Gröfsen durch den angehängten Index k 
an, so ergiebt sich 

ü = Iz^A^-iS 

und man erhält mx^ Vi^ Si^ wenn man in den Gleichungen (11^ 12 und 13.) 
ai statt a setzt. 

§. 9. 

Kamen unter den Wurzeln der Gleichung (15.) imaginüre vor, so 
hätte man die ihnen entsprechenden particularen Lösungen für u aus dem allge- 
meinen Ausdrucke (16.) wegzulassen, da offenbar 11 = sein mufs, für f==oo, 
während imaginäre Werthe von a auf einen Ausdruck mit periodischen Gliedern 
führen würden. Es läfst sich aber nachweisen, dafs sämmtliche Wurzeln der 
Gleichung (15.) reell sind. 

Irgend zwei der Gröfsen v, die wir durch Vx und v^ bezeichnen wollen, 
genügen den Gleichungen 

A.. I 

rs=0 

0, (P^).=ü = 0, 

rfr» ^ rl \ "^ rj / "• 

In der leicht nachzuweisenden identischen Gleichung 

" 

setze man cu==-^, cu' = — , so ergiebt sich, unter Anwendung der voran- 
gehenden Gleichungen: 
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Mit Hülfe dieser Gleichung folgt nun leicht , dafs der Gleichung (15.) kein 
Werth von der Form 

genügen kann, wenn ß und' y reell und von verschieden sind. Da nftmlich 
alle in der Gleichung (15.) vorkommenden Gröfsen reell sind, so mufs, wenn 
eine Wurzel von der angegebenen Form vorkommt, noch eine zweite von 
der Fonn 

«z = ß—r^-i 
vorhanden sein. Die diesen beiden Wurzeln entsprechenden r müssen sich 

auf die Form 

Vi = r'-[-«^'V—l ^^^ 

bringen lassen, und eben so wird 

sj, = *'-j-#'7-t und 

sein; wo v', v", s', s" reelle Gröfsen sind. Durch Substitution dieser ver* 
schiedenen Werthe geht die Gleichung (17.) in 



= ACe^+O, 



».+P|(^)+(4)|* 



über. Damit diese Gleichung erfüllt werde, mufs der Codf&cient von )<— 1 
verschwinden, d. h. es mufs 

• 

sein. Da b positiv ist, so kann die Parenthese offenbar nicht verschwinden. 
Also mufs 

ßr = 0, 

d. h. ß = oder y = sein. Für ß=^0 würde die Seite links in obiger 
Gleichung negativ, die Seite rechts positiv werden (da A positiv ist). Die 
Annahme ß = führt also auf einen Widerspruch, und es mufs daher noth- 
wendig ^ = , d.h. a^ und folglich auch m^ reell sein. 

Diese Methode, die Realitftt von m nachzuweisen, lAfst sieh sehr leicht 
auf das Würmeproblem in der allgemeinsten Fassung ausdehnen. Sie unter- 
scheidet sich in einem wesentlichen Puncto von der Pomonschen, indem auf 
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die angegebene Weise nicht blofs nachgewiesen wird, dafs m^ reell, sondern, 
was eben so wesentlich ist, dafs m reell, also m^ positiv ist« 

Über die Lage der Wnrzeln dieser Gleichnng läfst sich im Allgemeinen 
Dasselbe sagen, wie Ober die Wurzeln der Gleichung 

a[ ~ i—r^h' 
Da diese Gleichung vielfach behandelt wurde, wollen wir nichts daräber bin- 
sufflgen. Nur werde bemerkt, dafs<i„, mit wachsendem n, rascher der Grenze 
(2it-f 1)^71 sich nfihert, als a'„. 

%. 10. 
Vertauscht man in der Gleichung (17.) iL mit ^^ so bleibt die Seite 
rechts nngeändert. Daraus folgt 

• • 

oder, wenn man die Gleichungen (11.) berficksichtigt: 

(17.) (a^ - ai')/\(v^ + *5^)rfr = 0. 

Es seien l und fi von einander verschieden, so folgt daraus 



(18.) /\(v,+ ^s^)dr = 0. 

• 



Ist dagegen il = ,u^ so erhält man 

9.) c,=/\(,. + ^ „) *■ = r. {l - !^ _ 2 fcl' i=-' '-•'--'""''' }. 

Mit Hfllfe der Gleichungen (18 und 19.) lassen sich nun leicht die 
Werthe der willkflrlicben Constanten ff in dem Ausdrucke von u, (16.) so 
bestimmen, dafs auch die letzte noch flbrige Bedingung (1.) erfOllt wird, 
nSmlich, dafs « fflr t = eine gegebene Function f(r) wird. Es mnfs also 

sein. Man multiplicire diese Gleichung mit 

und integrire von r'bis r^, so erhalt man 
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Wegen der Gleichungen (18 und 19.) wird die Seite dieser Gleichung rechts 
=9^c,„ also 

y, -• -^/'VAr)sin(-2^)rfr 

und es ergiebl sich för u schliefslich die Formel 

(20.) tt = ii-£i.«-.|'y V(»*)8in(^)rfr. 

In derselben ist, dem Vorhergehenden zufolge: 

e.\^f^^^\ o '♦"* *~^ (sin 02— COS Ol) r 
V) = sml ] — a 1 , 

^), sin 2^2. t^n—i i—y (sin ai— cos ax)\ 
Ci = ""A^--^, ^—, S JJ| \^ 

und Ol ist eine Wurzel der Gleichung 

tanga ' n b ar 



l_r.A + 2?t=l LZÜ r«^ 



n i a' 

Gesetzt, man habe die Kugel so lange in einer Flössigkeit von der 
Constanten Temperatur tio erhalten, bis sie dieselbe gleichfalls angenommen 
hat, und bringe sie zur Zeit / = in eine andere FlOssigkeit von der constan- 
ten Temperatur 0, so ist /"(/•) = «o = Const, und es wird 

* ® 

also 

u = 11,(1 +i*)li^^^-K 

Diese Formel scheint insbesondere zur Yergleichung mit Beobachtungen ge- 
eignet. Am bequemsten ist die Verfolgung der Temperatur im Mittelpunct 
der Kugel, also ffir r:=0. Die Formel (12.) giebt dafür 

(HL) = fÜ _ *fL . 

Eine nfthere Discussion des hieraus für (ff}r=u entspringenden Ausdrucks 
unterlasse ich. Es läfst sich daraus ableiten, was auch schon eine einfache 
Überlegung zeigt, dafs, wenn Ho >> ist, Anfangs die Temperatur tir im Mittel- 
punct der Kugel wächst^ ein gewisses Maximum erreicht, und von da an fort- 
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wfthrend abnimmt, bis zur Temperatur der umgebenden Flässigkeit. Die 
Beobachtung jenes Maxi^iums, und des Augenblicks, in w^elcbem es eintritt, 

kann benutzt werden, um den anderweitig bestimmten Werth von 4- mit 

Hflife obiger Formel zu verificiren. 

§. 11. 
Zur vollständigen Lösung unsrer Aufgabe fehlt noch der Beweis, dafs 
sich die von r = bis r = Tq unllkürßch gegebene Function f{r) wirklich 
in eine convergente Reihe von der Form 

entwickeln läfst. Diesen Beweis übergehe ich hier und begnfige mich, zu 
bemerken, dafs sich die Richtigkeit unsrer Voraussetzung als Folge eines sehr 
allgemeinen Theorems ergiebt, welches sich folgendermafsen aussprechen läfst: 
^Es seien ri, V2^ ... v^^ ... beliebige Functionen von r, welche 
zwischen den Grenzen rz=zA und r = B stetig und immer endlich sind, und 
welche die Eigenschaft haben, 

1) Dafs r„ zwischen r = A und r=^B, (m — l)mal das Vorzeichen ändert; 

2) Dafs die ungleichen Wurzeln der Gleichung v„ = 0, welche ihrer Gröfse 
nach durch tiii, m,, ... m^^i bezeichnet werden mögen, so liegen, dafs 

^k<i(^ — l)A<Cw»ik-fi ist, und dafs dieSumme (-4— 'mi)^-j-(^i~''*2)^"f"'*' 

+ (iw,^2 — »^»«-1)^4- (^m-i — Bf mit wachsendem m sich der Null nähert : 

so läfst sich unter diesen Voraussetzungen die willkfirlich gegebene Function 

f(r) zwischen den Grenzen r == -4 und r = J? in eine convergente Reihe 

von der Form 

entwickeln." 

Die Gahigkeit dieser Reihe kann für besondere Werthe. von r eine 
Ausnahme leiden, je nach Beschaffenheit der Functionen r^, 1^2, . .. und f{r). 
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36. . 

Zurückführung einiger Summen mid bestimmten 
Integrale auf die Jacob ^-Bemaullisehe Function. 

(Von Herrn Dr. Raabc, Professor an der Universität zu Zfiricli.) 



1. 

In dem bekannten, von Poisson berrfihrenden Satze, den auch meine 

Integralrechnung in Nr. 230 enthält and den folgende Gleichung darstellt: 

— 2JSJ y(j?)co8- — ^ 'äx, 



Hl' • 

sinj; 



wo b — a = nv ist, nehme man (p{x) = , a=0, b = oQ an. Dies giebt 



X 



^71 = ^17 -{- sin t; -|- i sin 2i? -f i ^^'^ ^^ 4~ i ^^° ^^ "f ^'^ '^'- 

^^ 

wo V irgend eine reelle, positive Gröfse ist. Nach Gleichung (6.) der Nr. 388 
meiner Integralrechnung giebt das erste bestimmte Integral innerhalb der 
Klammern den Werlh |7i, das zweite den Werth -f i^ ^^^^ — i^9 J® nach- 

dem 1 positiv oder negativ ist. Erklärt man nun v innerhalb der Gren- 

zen und 2^1 liegend, so stellt 1, fär alle Werthe von r=l bis 

r=:oc, eine positiv angebbare Gröfse dar; folglich hat man: 

^n == ^r-}-sinr-f isin2r-f ^sin3t7-f ininf., 
oder man hat för alle innerhalb und n fallende Werthe von x die Gleichung 

X = 71—2-5^ — r — 

fesl Ä 

Multiplicirt man dieselbe mit dx und integrirt beiderseits nach x, so 
ist man berechtigt, den Umfang der Integration Ober alle innerhalb und 27i 
fallende Werthe von x auszudehnen; allein, wie der Erfolg zeigt, dflrfen 
auch diese Grenzwerthe selbst, in den Bereich des Integrations-Umfanges anf- 
genommen werden , d. h. man hat fflr alle Werthe von ;r = bis x==2n 
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den Aasdruck: 






Wird noch der Kürze wegen die Gleichung: 

i=sl Ä » 

festgestellt, so hat man von ar = bis x=^2n: 

Moltiplicirt man diesen Ausdruck mit dx and integrirt von x = bis x=iXj 
so ergiebt sich: 



was ebenfalls für alle Werthe yon x = bis x = 2n identisch besteht. 

Fährt man fort, das jedesmal gefundene Ergebnife mit dx zu multipli- 
ciren und von x = bis x = x zu integriren, so gelangt man unter Fest- 
stellung der Vereinfachungsgleicbiing 

Äj, == 1 -f- pp -f- ^ -f jir + 557 + >" Jnf. 

auf folgende Gleichungen: 

1.2.3...(2»+1) ~ 1.2.3. ..2m ^"^ 1.2.3 ... (2«— 1) ">" * M.2.3...(2iii— 3) 



-2*«1.2.3...(2«~5)+ ••• 
1.2.3... (2m+2) ~ ^ 1.2.3...(2in+l) "^^ 1,2.3. ..2«»+ M. 2.3. ..(2m— 2) 



• • • 



2*'^1.2,3...(2m--4)'»" 

die für alle Werthe von x = bis x=^2n bestehen. In desselben darf 
man m =: 0, 1, 2, 3, 4, . . . annehmen; nur bei m = sind in der ersteren 
die Grenzwerthe a? = und x^=2n anssnschliefsen. 

46* 
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Führt man hier statt jS^^ die rte Bernoullische Zahl B^ nach der be- 
kannten Gleichung 

Br = 1-2.3 ... 2r> S^r 

ein, multiplicirt hierauf die sich ergebenden zwei Gleichungen bezieblicb mit 

1.2.3 ... 2m und 1.2.3 ... 2m -f 1, 
und stellt den rten Binomialcodfficienten in der Entwickelung von (1-f ar)*" 

durch \^j dar, so gehen die obigen zwei Ausdrücke beziehlich in folgende über: 



*=x 



2(-ir+'1.2,3 ... 2inj|S^ 

+ i(^)ß3(2n/ar---if,"»)Ä*(2n)«a:»--+ ... t^Q^^^)B„i2nrx, 

2(-iri.2.3...(2if,+ l)S'^ 

Dividirt man die erste dieser Formeln durch (27if""'^\ die zweite durch 
i2nf^+\ and fahrt die in meiner Schrift „Die Ja4:ob Bernoullische Function" 
festgestellte Bezeichnung dieser Function ein, ,die für einen geraden .Functions- 
Exponenten 2m durch B"(x) und fQr einen ungeraden 2m -fl durch B'(x) 
dargestellt wird, so ergeben sich die Ausdrflcke 

(2«)»-»+» *•*•*' * if; *»"■+» "~ " VW' 

j5jjpi3-1.2.3...(2m+l)£-— 7- = ß'(^-|-^L-^i?„^„ 
oder auch 
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Für die Werthe 0, 1, 2, 3, . . . von m bestehen diese Formeln von 
0? = bis :r == 1 ; nur für m == bestehet erstere (in welcher dann das 
Product 1.2.3... 2m durch 1 zu ersetzen ist) lediglich für die innerhalb 
und 1 fallenden Werthe von x. 

Für diejenigen Leser, welche meine oben erwähnte Schrift nicht bei 
der Hand haben , föge ich folgende BegrifTsgleichungen der Functionen B'\x) 
and B^x) bei: « 

«"<^) = 5^- l'^- +i(^)».-"--i(t)»"^"""' . 

Yfo Bi^ B^^ Bjy . . . die aafeinanderfolgeoden Bernoutiiachen Zahlen sind, 
nfimlich die Zahlen i, ^V» Vr» A» A» i'ÄVi i u. s. w, 

2. 

Aus den Ergebnissen in (1. und ä.), zu welchen Legendre im zweiten 
Bande seiner ^Exercices", wie auch Herr Dietiger im 34. Bande dieses 
Journals manche schöne Analoge mitgetheilt hat, ziehe ich zunächst einige Spe- 
ciaiisirungen , die auch als Verificationen der Ergebnisse angesehen werden 
können. 

Wird in (1. und 2.) ^ = gesetzt, so geht (1.) in eine identische 
Gleichung Ober, und letztere föhrt auf: 



^ . j^i &2«+2 -^ f^. 2.3.4... .(2m+2)^'"+*' 

welche mit der in voriger Nr. zwischen Br und S^r aufgeffihrten Relation 
einerlei ist. 

Wird ferner insbesondere J!:=^ gesetzt, so erhält man 

^ (-1)*-' _ (--ir+^ (2«)^"'+^ «„,,, 

\^ (2*— i)»"+' ~ i '1.2.3 . . . 2m " ^*" 

^*^ (-1)»-^ _ (-<r+^ (4n)^+^ r„. . ) (-<r o 1 

1^, (2*— 1)«"+» ~ 2 1.2.3 . . . (2m-fl) L** ^*'' ' 2m+2 ''"+U' 
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Man sieht leicht die Richtigkeit der Gleichung , i 

jj (2/1—1)""+» ~ V ~ W^)£ W+*" 

Verbindet man dieselbe mit der ersten in (4.) durch Addition, so wie 
durch Subtraction, so ergeben sich folgende zwei beachtenswerthe Snmmen- 
bestimmungen : 

^i — 2i«.+i;^^^a»+i — 2 '1.2.3.. ..2m ^*'''T' ^^iC^A— 3)*-+*' 

^^'^ Vi * N*g 1 _ (-l)"-^ <'^")'""'' B'Vin Q*g L__ 

V* ""2»"+V*ai *»•-+.* ~" 2 '1.2.3. ...2m ^*''"'" *^ (4*— 1 )»"•+»* 

Multiplicirt man nun die Ausdrflcke (1. und 2.) mit dx and integrirt 
von x = bis j? = 1 , so erhfilt man 

(6.) /'B"(x)dx = 0, f'B\x)dx = t^'Ä,^,; 

* ' 

welche Gleichungen auch in meiner oben citirten Schrift mitgetheilt worden sind. 

Werden ferner dieselben Gleichungen erst mit cos2mxdx, dann mit 
s\n2mxdx multiplicirt und hierauf von ar==0 bis 07 = 1 integrirt, so er- 
geben sich die Integrale 

rB'\x) cos2rnxdx = 0, /'B"(x)sm 2mxdx = g)^.^^^ , 

■ /'B'ix)^n2mxdx=^0, /'B'(x)eos2mxdx = j^L,£i^p^ 

wo r eine ganze Zahl ist und I\a) die bekannte Le^endresche Bedeutung hat. 
Stellt man nun qit Hülfe der oben im Eingänge unterlegten Gleichheit 

/•l 4 

B {x)dx her 9 so erhält man, wenn r = — ge- 
setzt wird, mit Beachtung der Gleichungen (i?'(0) = 0, iB'(l) = 0, folgende 
Ausdrücke : 

/'ir(.,^=-l-t«'0+«'(i)+ii'(i.)+ ... ir(:;=!)| 



r=ao •»! 

— 2 -2* / B* (x) cos 2nmx dx; 

WO it irgend eine ganze und positive Zahl bedeutet. Ersetzt man die Werthe 
der hier vorkommenden bestimmten Integrale den unmittelbar vorher aufge- 
stellten Gleichungen gemftfs, so ergiebt sich 
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S^»-«=T-Kv)+»'(|)+»'(l)+ - «•(-7-)l 

woraus, wenn die Bedeutung von r'(2m-f 2) und die oben aufgestellte Glei- 
chung (3.) beachtet wird , 

^®-^ 2m+2 C^ ~ ;I5;mt)Ä-.4-i 

= '»'(t)+«'(t)+«'(|)+-»'(^) 

folgt; welche Gfeichung auf einem weitläufigeren Wege in meiner Schrift 
Aber die Bernoultische Function ebenfalls gefunden wurde. 

Multiplicirt man weiter die Gleichungen (1. und 2.) beziehlich mit B*\x)dx 
und B'(x)dx und integrirt sie dann von a* = bis 4^ = 1, so ergeben sich, 
beachtend die hier aufgestellten Gleichungen in (6. und 7.), folgende Ausdrücke : 



/V(x)'dr = ^^r(2m+r/£j^ 



welche, mit Rflcksicht auf die oben aufgestellte Gleichung (3.) und nach Resti- 
tuirung der Functionen r{2m -\-if^ r(2m -f 2)% folgende beachtenswerthe 
Resultate geben: 

MM ^X)ax — (2m+l)(2m+2) . . . (4m+2) ^^-■^*' 

/*™/_\2j^ ^■^■3.4... (2m-f 1) p , lim+i 

U i,x) ax — (2,n+2)(2m+3) . . . (4m+4)^''^+'+ (2m+2)«* 

Erwägt man nemlich, An[sB*\x\ meB'(x\ hier die m ersten Ber-- 
noulUschen Zahlen enthalten, so wie den Umstand, dafs die bestimmten Integrale 
links leicht zu finden sind, so zeigt die erste dieser Gleichungen, wie mit 
Hfllfe der m ersten 0^ritoti//tschen Zahlen unmittelbar die (Jim -f 1 )te gefunden 
werden kann. Und ganz Ähnliches zeigt die zweite Gleichung in (9.) in 
Beziehung auf die (2iii4'2)te dieser Zahlen. 
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3. 

Die Ergebnisse in (1. und 2.) leisten auch gute Dienste, um die 
Bernoullische Function mit geraden^ so wie mit ungeraden Functions-Expo- 
nenten in bequemern Formen darzustellen, als es in meiner Schrift geschah. 

Nach der Gleichung (5.) des zweiten Abschnitts dieser Schrift hat oian 

für jedes x: 

B"(l_x) = —B^'(x), B\i-x) = B\x). 

Geht hier x in 4* — ^ über, so ergiebl sich 

B'\^ + x) = _B"(^_a7), B\i + x) = B'{i-x); 
woraus für die Function B"(i*f ^) nur ungerade Potenzen von x und für 
die jB'(^-| j?) nur gerade Potenzen von x gefolgert werden; d.h. B'^^-j-x) 
ist eine ganze rationale Function von x vom (2m -^ Ijten Grade, in welcher 
die geraden Potenzen von x fehlen, und eben so ist B'{^'\-x) eine ganze 
rationale Function von x^ die keine ungerade Potenzen enthfilt. Da nun 
diese Formen zur Beurtheilung der betreffenden Functionen viel geeigneter 
sind, als die Ausgangs der ersten Nummer vorliegender Mittheilung aufge- 
stellten, so setze ich auch noch deren Angabe her; wobei, wie schon gesagt, 
die Ergebnisse in (1. und 2.) zur Anwendung kommen werden. 

Nach dem Toj^/orschen Satze erhalt man, wenn man das unmittelbar 
vorher Gesagte beachtet: 

rsrw + l . ^2r— 1 



fi"(i+x) = £ fiiU(i)r2i:::T,— 



9 



wo Äir-i(i) d^r (2r— l)te Differentialquotient der Function B"(x) iat, wenn 
man nach geschehener Differentiation xr=j^ setzt, und wo es ein ähnliches 
Verhalten mit B'{^) hat. 

Zur Herstellung dieser Differentialquotienten, wie auch analoger anderer, 
eignen sich nun die Ergebnisse in (1. und 2.) besonders gut, wenn man nem- 
lich die Gonvergenz- Verhältnisse der ohne Ende fortlaufenden Reihen da- 
selbst immer im Auge behält. 

Durch successives Differentiiren besagter Ergebnisse nach x gelangt 
man sehr bald zu: 

»' fr.\ 2 (— !) "'+'• ^ ^ „ _ , ..*r?co82t«x 
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folglich ergiebt sich, beachtend noch die zweite Gleichheit in (2.)- 

ÄO ( 4 \m+r+l fc=« / 4 xi-l 

ff fi\ a[—^r^ ^ 1 9 Q 9tM ^ V '/ 

*'2rVt; (2«)*'""-^+^ 1 . -tf . O . . . ^^IW -j- 1 ;^ ^(,n-r)+a 9 

Berflcksichtigt man die leicht herzustellende Gleichung 

nebst der in vorhergehender Nummer aufgestellten Gleichung (S.)? so hat man 
für alle ganzen Werthe von r = 1 bis r = m die Ausdräcke : 

^2r-nT; — \ ^J V^* 2^'"-^'^Vjr(2jn—2r+ 3) •"■"'"'■*' 

»' /i\ f 1 -^'"+r.4-i/^4 < \ r'(2m+2) j^ 

^2rli; — ^ i; V^i 2^-2'-+vr(2rw— 2r+3) '"-'•+^' 

^ ^z> — m+1 V~25^;=+5-^^m+i- 

Endlich finden sich aus den Bestimmungsgleichungen der Functionen B"lr)^ 
B' (r) , wie sie Ausgangs Nr. 1 sich ergaben : 

ä;'^+i(^) = I.2.3... 2m, ÄJ^2(a?)= 1.2.3... 2iii-f 1, 
also 

^Ui(*) = A2iii + l), ÄU2(l) = /X2m + 2), 

folglich erhfllt man: 



Im— 3 



2fll-)- 

'■■*'-i(n+')«-*)«.^-+5d3eY0(i-^)«.^- 



-s 



2m+2 



» m + 1 \*~255MTy^m+ii 
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welche Ausdrücke auch folgendermafsen gestellt werden können: 

(10.) Ä"(i + a:) 



j^2m-f 



r-i(i-i)fr)«^^'"~'+-Ki-F)(t)*»^""' 



2OT+1 

(«0 B'ii + x) 
•*^'*'-l()-4)(^+')B.^-+i(»-F)(*V"0»"'' 



-to-^)(n+')«.-'-+ • • • ^0 - ^)S:i!)»--- 

Diese Darstellungs - Arten der Bernoullischen Function hatte ich am 
Eingange dieser Nummer im Auge. Ihre Vorzüge beim Anfsnchen, namentlich 
der Wurzeln der Gleichungen B"{x) = 0^ JB'(j?) = 0, leuchten unmittelbar ein. 
Ich bemerke noch, dars vermöge des rationalen Factors x(x — l)(2a? — 1), den 
B"(x) mit sich führt, die Function von x, welche B"(^'\'X) ausdrückt, den 
Factor a(a^ — i) enthalten wird; und da B'{x) den quadratisch rationalen 
Factor x^(x—if enthält, so wird die B'i^-^-x) darstellende Function von x 
noth wendig den quadratisch rationalen Factor (o?^ — ^f mit sich führen. 

Die Ergebnisse in voriger Nummer stellen sich übrigens nur als Speciali- 
talen heraus, und liefern noch viel allgemeinere Resultate, die ich hier noch mittheile. 

Die in der erwähnten Schrift über die BernoulUsche Function im 
zweiten Abschnitte unter (0. und C) aufgestellten Theoreme können auch 
folgendermafsen ausgedrückt werden: 



ftsn— A 



B''(±+x) = ^B"(nx)-B'Xx), 



R^stitnirt man hier B"{nxy^ B'\x)^ B\nx)^ B\^) nach den Ausgangs Nr. 1 
mitgetheilten Angaben, so erhält man: 
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n — i 






+ ••• -as^irO --;?==5'X2m-3)®'-->^+-2srO -;?=^)(2»-i)*-*' 






(ll'O £B'(± + x) 



In diesen Ergebnissen kann n jeden der Zahlen werthe 2.3.4.5.6... haben. 
Wird in denselben n = 2 gesetzt, so stellen sich die in (10. and 11.) in 
voriger Nammer gefundenen Resultate dar. 

§. 5. 
Ich wende mich nun zu dem zweiten Theile dieser Mittheiinng, nemlieh 
zur Aufstellung einiger bestimmten Integrale, die mittels der BemoutÜstlben 
Function ausgedrflckt werden können. 

Hit Zuziehung der Gammafunction gelangt man leicht zu folgenden zwei 
Gleichungen : 

- y,;v ^'^ . = /i^e-"-du, ^'^-^;^i:if^'^^^ ^y^-^-'^»"*!. 



Hit HQlfe derselben geben die Aosdracbe (1. und 2.) in der ersten Nommer in 
/* (.r^"sin2fcia?)«»"<te = i(— lr+»(an)""+'Ä"(a?), 



9 



J ( X sr»- cos 'iknx) «»"+» Ju = i(— 1 )" (27i)*"+» B' (x-) + i ^TT * 

Aber. Es findet sich aber leicht: 

47* 



fil-f-1 
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'2e-'-s\n2knx ''"^^"^ 



*^* -iu o i^ cos 2;w: — «-«* 

-2^ €^** cos 2AK7ia? 



also hat maa folgende zwei Integral -AusdrOcke: 

die in Beziehung auf tn und ar eben wie die in (1. und 2.) bestehen. 

Ersetzt man in diesen Ergebnissen e~^ durch u, und behandelt dann 
das Ergebnifs der zweiten Gleichung nach dem theilweisen Inlegratlons-Ver- 
fahren, so gelangt man zu folgenden Integral -AusdrOcken: 

(150yiög(l-2t«cos2nx+ti')(logtir ■^= ^^j(-ir+'ß'(a;)-^j , 

welche, wie die vorhergehenden, für alle Werthe von ar=0 bis ar=l gelten; 
wobei jedoch in der erstem diese Grenzen för m=:0 auszuschliefsen sind. 

Haltiplicirt man die Ergebnisse In (12. und 14.) mit dx und inlegrirt 
sie von j7 = bis x=-\^ so findet sich: 







Beachtet man die Gleichung (22.) im dritten Abschnitte der Schrift Ober die 
Jacob Bernouliiscbe Function, so ergeben sich folgende zwei Glelchnngen: 

(16.) ^Ji?;^ = 1.2.3... 2m •2^-Hi-iy ('^«•'^ T=i;^' 

(17.) ^JFmT = 1.2.3 ... 2m'2^'»+^— ly e«— e-" ' 

wo m jede reelle, ganze und positive Zahl sein kann. 

Ich bemerke noch, dafs man aus (12. und 14.) leicht auch folgende 
Ausdrucke findet: 

^^^^ J |.«-|-e---2cos2ff^ — ^^^^ ^^^^ sin2ffx ' 

("^ / i-». J».x+..- '■-g'""''" = (-«r«(ä")'"'^r. 
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die bei jedem reellen, ganzen und positiven Werthe von m für alle Werthe 
von x = bis ar = 1 bestehen ; fftr m = sind die Grenzwerlhe von x 
anszaschliefsen. 

Die Ergebnisse in (16. und 17.), die eigentlich nur gegenseitige Folgen 
sind, geben noch einige beachtenswerthe Integrale, welche wir noch mit Zn- 
ziehung blofs von (16.) mittheilen. 

Dnrch Zerlegen in Partialbräche erhält man: 

9 O O ' 

Das erste der bestimmten Integrale rechts geht, wenn die Integratiönsvariable 
u durch u^ ersetzt wird, in 

*/ 1 «' 



aber, und wenn hier der Bruch . ** , in Partialbräche zerfället wird^ geht 

1 — u 

dasselbe Integral in 

J 1 U J 1 + tt 

o o ' 

aber, woraus sich zunächst folgende Integralgleichung ergiebt: 

Q o ' 

Es geht daher die vorhin durch Zerlegung gefundene Gleichung in die eine 
oder andere der folgenden zwei Gleichungen über: 

j i—u ^^ ~ 2*-+*-iy i— tt* ^^' 

~ 

Zieht man noch die obige Gleichung (16.) zu, so erhält man: 
(21) f^^^du^X.^.^A^.Inl^^,, 

C23-) /'-^^rf.*- 1.3.3.4... 2w.^^|*j5i;r, 
in welchen Gleichungen m jede reelle ganze und positive Zahl sein darf. 

§. 6. 
Noch ein Paar bestimmte Integrale finden sich aus vorliegender Nummer; 
gleichfalls mit Zuziehung der 0eriiofi//fschen Function. 
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Durch Zerlegang in Partialbrflcbe erbflit man: 

jr^-* 1 /1 , {-lY-^ \ , 1 ^^ ^eosi(r—i)a—xeoskra 

i—J^ "^ 2p\i—x ' l+x y'^ p Ci l~2xcos*o+jr* ^ 

4 *=p 



JT^ __ 1 g ^cog(2t— l)(r— l).4a— jrcos(2<r— l)r.4a 
1+^'' Ph=i 1— 2xcog(2&— l).4a+jr» ' 

wo a=— gesetzt ist und wo r nnd p ganze positiye Zablen sind, die der 



Ungleicbheit r<i2p'\'l genügen. 

Wird bier nocb r durcb 2p— r ersetzt nnd erwägt man die Bedeutung 
von a^ so bat man aucb: 

^p-^i 1/1 . (— 1)''+»\ , 1 *=£"* 



i—jt^p 



2/» \1— X ' l+x / ' ;ji fax 1— ir cos Aa-for» ^ 



x^p-»--^ --1 'J f cos(2A'— l)(r+l).^tt— jrco8(2Jlp— l)r.4o ^ 

l+jr»P p 'fcsi 1—2x005 (2A— 1) . 4«+jr* ' 



wo nnnmebr r-f 1<C oder höchstens =2/1 sein bann. Subtrahirt man die 
erste dieser Gleichheiten von der ersten, der beiden vorhergebenden und addirt 
die zweite zur zweiten, so ergeben sich folgende Ausdrflcke: 

,yr-i— ^7p-r.i _ 1 ^^ ^cosXr— 1)«— cosJKr+l)« 
1 — j^P Phsi 1 — 2jrcosiiw-fjr* ^ 

sT-^J^s'P-^^ — L *g cos(2lp— l)(r— l).ia— cos(2&— l)(r+l).ta 
i'\'X^P "^ /> fax 1— 2jrcos(2*— l).4«+x* ' 

oder auch folgende: 

(230 ( '^ Z 

^ jrrri-i-j^r-rwi _ 2 ^'^ sjn (2A— l)r.ia 8in(2t~l).^ 

i^x'P ~ p*jii .1— 2jrcos(2*— l).ia+x* ' 

wo die ganzen positiven Zablen r und p der Ungleichheit r<C2/f genflgen 

und wo a = — ist. 

P 

Wird nun in diesen Gleichheiten x durch u ersetzt, multiplicirt man 

hierauf dieselben mit (loguf'^du und integrirt beiderseits von ti s=0 bis ti = l, 

so gelangt man, mit Zuziehung des Integral -Ausdrucks in der Gleichung (14.), 

wenn daselbst x erst durcb -s— = -s— und dann durcb ^ — ~ s= — r~ 

2n 2p An 4p 

ersetzt wird, auf die zwei folgenden Integral -AnsdrOcke: 
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In der ersten dieser Gleichungen kann die Samme rechts noch von k = i 
bis k = p ausgedehnt werden. Thnt man dies und ersetzt die Integrations- 
Variable u in beiden Gleichungen durch u^, so ergiebt sich auch: 

^ /■^(i.««r«^-'*=tÄi*(«»)-'|'«"(i)*.*f. 

^'*''^7't^('<>««>'"'^*''«=^(->'"'|'«"C-^)™c**-i)^. 

wo m, p, r ganze positive Zahlen sind, von denen die zwei letztern der Un- 
gleichheit r<i2p zu genflgen haben. 

Hieraus finden sich, mit Zuziehung der Eigenschaften der Function B"{x)y 
folgende beachtenswerthe Specialisirungen : 

in welchen m irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Auch ergiebt sich 
noch folgende: 

' 

(26.) / f -^^äu = ^(-ir+»(2,r)-+»B'(i), 



wo m dieselbe, unmittelbar vorher erwähnte Bedeutung hat 
Endlich findet sich aus dem zweiten Ausdrucke : 

^J2_/'"— '^^■» -*" ^ ' /y|— \2in4-l V / 

und hieraas: 



(«•) /'^('^•)-*' = ^'C4,y-f (-i)-'ir(?^), 
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-wo in beiden Ausdrficken m und p alle ganzen und positiven Zahlen sein 
können. 

Die Gleichungen (34.) sind auch unter folgenden andern zu bemer- 
kenden Formen darstellbar. 

Geht in denselben die Integrations- Variable u in u^ Ober, so erhilt 
man unmittelbar: 



r . _ r 








r 



Ersetzt man 1 durch a, so kann, weil r>0 ulid <Z2p, die Gröfse a 

P 

alle rationalen gebrochenen Zahlen werthe haben, die innerhalb — 1 und -f 1 li®* 
gen, und man hat die Integrale 

i— yt OOgUf'^dU 



i=^^' (2/»«)*"'+» -Fe— 1 )*~* ö" (ö^) sin km. 



(39.) 



(-1) 



-{2/inr+»^J(-l)*-'Ä"(^^)c08(2*-l)i(«rtr), 



WO a eine positive oder negative, echtgebrocbetie rationale Zahl ist, deren 
Nenner die ganze positive Zahl p vorstellt. 

Nimmt man in der zweiten a = an, so ergiebt sich 

Hier kann p jede ganze positive Zahl sein. Wenn daher dieses Ergebnife 
mit dem ersteren. in (26.) aufgestellten, verglichen wird, so ergiebt sich die 
Summation: 

(30.) J(_t)*-»ß"(i^;^=^ir'(i). 

Aus den Integral- Ausdrücken (29.) zieht man endlich auch folgende: 
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/'^lir=i^('off«)'"^« 



o 



(31.) 



P k=i ^^P ^ 



. + 



WO a und p dieselbe Bedeutung wie in (29.) haben. 

§. 7- 
Die hier, wie in meiner erwähnten Schrift fiber die BernouUische 

Function, gewonnenen Ergebnisse, eignen sich, wie folgt, sehr gnl sar Auf- 
stellung der Reihen für tangor und secx. 

Diese Reihen werden nemlich am schnellsten gefunden, wenn man die 

Functionen tangor und seca:== ^ durch bestimmte Integrale darstellt; wosu 

cos Jt* 

sich die Ergebnisse (18.) in Nr. 143. meiner lategralrechnung sehr gut eignen. 
Danach ist: 

tang^=/ _^^__^rfw, secx=J ^.^^^^^ du, 

wo X numerisch kleiner als a und a = \n ist. 

Deutet man irgend einen^ z. B die rten Differentialquotienten von tangj: 
und secoT nach x, durch (tang^r)^ und (secj:)^ an, so findet sich: 

e'o-e-o- """^"^ (lang a?),„^., =y ^»_lg-.u «""""Vm; 



O 

Deutet man ferner die Werthe dieser Functionen fär x = dadurch an, dafs 
man denselben oben eine in Parenthesen enthaltene Null beiffigt, so hat man: 

tang^(^>=0, (tang^)il^ = 0, (tangj:)^^^, =2/^1^^ 

O 

Wird die Maclaurinsche Reihe bei der Entwickelung der hier in Rede 
stellenden Functionen angewendet, so ist zunächst die Ermittelung der zuletzt 
aufgeführten bestimmten Integrale nöthig, die wie folgt geschieht. 
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ä) Wird in der Gleichung (12.) in zwei tvorhergehen der Nummer x^= \ 
gesetzt, so ergiebt sich 

' 

woraus leicht 

^^^du = i(-tr+*(^) Ä"(i) 

' 

für jedes reelle positive a folgt. 

Setzt man hier 2iii = 0, so gelangt man, zuerst mit Hülfe der Be- 
griffsgleichung (10.) in Nr. 3, zu 

W\\^x) = x; 
und hieraus, bei derselben Verfügung über 2m ^ zu 

Ä"(i) = -I; 
folglich ergiebt sich (32.) für 2r/i=:0: 

• 

wo a dieselbe Bedeutung wie in (32.) hat. 

Wird nun hier, wie in (32.), a = a==|^7i gesetzt, so ergiebt sich: 

(«.) secj-^*^> = 1, (secx)^"^ = (-ir-i2*-+^JB"(i), (sec;^^^ = 0, 
wo m jede ganze positive Zahl und auch Null sein kann. 

J) Wird ferner in der Gleichung (13.) zuerst a:==0 und hierauf a?=i 
gesetzt, so erhält man, mit Rücksicht auf B' (0) = 0, folgende zwei Integrale: 

welche, addirt, Folgendes geben: 
oder allgemeiner: 

(34.) /•j^^*, = i(-ir«(^r'l»'(l); 



wo a jede reelle und positive Zahl sein kann. 

Nimmt man auch hier a^=^a=^^n an, so erhält man, mit Beachtung 
der weiter oben zusammengestellten Ergebnisse: 

(/i.) tangxC") = 0, (tangar),^,^^,==(-ir"^^2*--^^B'(l), (tanga?)i'j =0. 
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Es ist noch die nähere Bestimmung von B\^) und B"(^) nötbig; wozu 
sowohl die Gleichungen (1. und 2.) als die (10. und 11.) dienen können. 

c) Die Gleichungen (2. und 11.) geben: 

B'a) = iyiTi-i-2-3-.-(2m+i)2yW-+-yV2-^'"-^- 

^■*' "~ 2m+2 * 2»-+» "" 

woraus, wenn m in m— 1 Obergeht, die Sammation 



*=» / 1)1—1 jiim 

^^^•^ ;£~iF = 1.2.3...2 ^^^"'~'-^)^'"^ 

so wie, vermöge der Gleichungen in iß."), der in Rede stehende Ausdruck 

rai-v /» \m 2»"(2""— 1)„ 

hervorgeht, wo B„ die mte i70rno«//tsche Zahl ist. 

Setzt man der Einfachheit wegen die Gleichung 

(36.) T„ = 2^'"(y^-l) ß^ 

so drückt lü^ den mten Tangentencoefficienten aus, d.h. man hat: 

15 7 

(37.) langer = r,^+r,y^+r3.|^-^^^ 

welcher Ausdruck f&r alle reelle Werthe von x gilt, die numerisch ^n nicht 
übertreiFen. 

d') Die Gleichungen (1. und 10.) geben folgende Ausdrücke : 
B"ii) = (2„)2m+i 1.2.3.4... 2/«^^ (2jfc_i)»"+i ' 

2^2"-2)/2m\„ , ^,^^^ 2^"-(2»"— 2,V 2». \_ 
■ 6 \b.)"' ^-^^ 2iü ^2m-l>'*"- 

Nach Einföbruog der Tangenienco6fficienten der Gleichung (36.) geht letztere in 



Über. Man hat ferner nach der Ausgangs Nr. 1 aufgestellten Begriftsgleichung 
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der Fanction B''(x): 

«'""»"(i)=2^f-'+T(T>'-?C3>' + -(-«r"E(s^.)»- 

und da fiberdies noch jEr'(^) = ist^ so ergiebt sich: 

2*"+'fi"(i) = -1 +Cr)^'- CD ^«+ (^T) ^' - • • • (-ir^'(2m-i)^- 

Stellt man nun die (Gleichung 

(38.) ß„= (_ir ji_(2«)2',+(2j»)T,-f5"»)r,-t...(-ir(^™^)T„j 

auf, so isl £^ der zuerst von Euler in die Analysis eingefflhrte* allgemeine 
Secantencoefficienl, von welchem £70 = 1 ist. Dies vorausgesetzt, ergiebt 
sich erstens die Snmmation: 

'^ ^^ x^i (2*— 1)^'"+* ~ *• 1.2.3.4... 2m ^'"' 
zweitens, der letztern Gleichung in (a.) gemfifs: 

(a'.) (sec^)J^i = ß^, 
wo, gleichwie B^ die mte ff^ritou/Zt^cA« Zahl heifst, E^ die mle Eul^rsche 
Zahl genannt werden kann. Endlich hat man nunmehr 

(39.) seco: = H^^O^ ^^7X374 + ^ ^.2.3^4.5.6 + '"'^ 
welcher Ausdruck, wie die Tangenten -Ent Wickelung, für alle Werthe von x 
gilt^ die nicht \n numerisch. ubertreflFen. 

a 

Die Gleichung (38.) drückt den mteu SecantencQefficienten durch die 
m ersten TangentencoSfficienten, oder die mte Eulersche durch die m ersten 
jB^rnofiZ/fschen Zahlen aus. Es iät aber auch das umgekehrte Problem schon 
langst gelöseL Die von Scherk in seiner geistreichen Abhandlung: ,)Von den 

Coefficienten der Secantenreihe elc.*^ zu gleichem Zwecke benutzte Relation 

äsecx 
tangj:^ = cosar — ^ 

eignet sich dazu besonders gut. Man gelangt nfimlich mittels dieser Gleichheit 
zu folgender Lösung des gedachten umgekehrten Problems: 

(38-.) T.=(.-tr-'\C"';'')B.-C"-*)E, 

+(V)«.— •(-«)-(ä:=l)«-l- 

wo m^ hier wie in (38.), jede ganze positive Zahl sein kann. 
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Ein diesem analoger Ausdruck wird mittels der Gleichung 

tang^ = sinorsecx 
gefunden, die sich leicht in folgender Form ergiebt: 

(38".) T. = (-1 )— |i - C"~')B. + C"-')«. - Cr')'^ 

was gleichfalls fflr alle ganze und positive Werthe von m gilt, wenn man 
ri==.l setzt. 

Eliminirt man aus Diesem und dem Vorhergehenden T^, so ergiebt sich, 
folgende Relation für die £ti/^rschen Zahlen: 

(40.) B„^(^^)E„_.+Cr>^-^- •••(-ir-'Ca«-^)^'^^-^)'"©^«' 

aus weicher leicht zu sehen ^ dafs die allgemeine unter diesen Zahlen, oder E^ 
eine ganze Zahl ist. 

Hieraus geht nun zunächst, sowohl aus (38\) wie aus (BS".) hervor, 
dafs der allgemeine Tangentencoefficient J\ ebenfalls eine ganze Zahl ist; und 
wenn der Zusammenhang desselben mit der allgemeinen i7eriioti//ischen Zahl, 
wie (36.) sie darstellt, in Betracht gezogen wird^ so ergiebt sich der be- 
achtenswerthe Umstand, dafs die gebrochene Zahl, welche B^ ist, lediglich 
Factoren von 2''"~^(2''" — 1) im Nenner haben kann. 

Zfirich im Februar 1851. 
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37. 

Note 8ur la theorie des Hyperd^terminants. 

(Par M. A, Cayley ä Londres.) 



JLf ans la theorie dont il s'agit, je suis parvenu ä un theoreme qui pourra, 
a ce qu'il me paralt, conduire a des developpements interessants. 

Je ne considere ici que le cas d'uue fonction homogene ä deux 
variables, et en me servant des nouveaux termes de M. Sylvester, je nomme 
jyCovarianl'''' d'une fonction donnee, toute fonction qui ne change pas de forme 
en fesant subir aux variables des transformations lineaires queiconques, et 
j^lnvarianV toute fonction des seuls coeflicients qui a la propriele mentionnee. 

Ceia pose, seit V une fonction donnee quelconque, du degre n par 
rapport aux variables, et, comme ä Tordinaire. contenant des coefficients arbi- 
traires a, b, c etc. Seit Q un covariant queiconque (y compris le cas 
particulier ou Q est un invariant') de la fonction ü, s le degre de Q par 
rapport aux variables, r le degre de cette möme fonction Q par rapport aux 
coefficients. En supposant que la fonction U ait un facteur O"" (p\id=la:'\'my' 
est une fonction lineaire des variables), ou autrement dit, en supposant Tequation 
U=0'^.V, je dis que le covariant Q contiendra ce möme facteur elev^ 
a la puissance rv — \{rn — s). 

En effet, en se rappelant la methode dont je me suis servi dans la seconde 
partie de mon memoire sur les Hyperdeterminants (Tome 30 de ce Journal) 
(je suppose que le lecleur ait ce memoire sous les yeux), on verra que 
cette fonction Q, supposee, comme plus haut, du degre r par rapport aux 
coefficients, sera necessairement de la forme 

Q = 12'T3''23^.. f/,ü, ... r,, 
puisque les coöfficients n'entrent dans Q que par les fonctions Ui, U^ etc. 
Or ^etant du degre s par rapport aux variables, on obtient ^=rii— 2(a-|-/?-fyX 
c'est a dire: 

«+/i + y .... = Y.r^-^)' 

Cela pose, puisque ü = ö^ V, on aura de mdme U^ = ^I f^i, 
fr^ ==02.^2 etc. Les expressions 12 etc. qui entrent dans Texpression de Q 
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contiennent c?,,^, Cy^ etc.: symboles qui dolvent 6tre remplaces par ßjf,-|"'^^^5 
öy^-f iwc^ etc. en aupposant (camme il est permis) que les nouveauz sym- 
boles dx,- dy^ etc. ne se rapportent pias a d[.Vi etc., mais seulement a Vi etc. 
Cela donoe 



12 = 8x,+fd9,dy^'\'mde^—d:c, + tdB^dy^i'mde, 



c^est a dire: 12 est une fonction lineaire par rapport ä d^, d^ et il en sera 
de möme pour les expressions analogues 13, 23 etc.: donc le nombre des 
differentiations par rapport aux quantites ^i, 0^ et<^*9 prises ensemble, ne sur- 
passe pas a-f/^-fy • • • ^^ !('''•—*)• Or Texpression a differenlier contient 
le factear 6\0l... 0% donc, en remettant, apres les differentiations, au lieu 
de ^1^ 02, ... 0,9 la fonction Q contiendra le facteur eli\i a la puissance 
rv — ^ (rn — a). 

Tout cela suppose implicitement que Ton ait ry — ^(rn — *)^*. 
Or le m^me raisonDement, modifie tres peu^ fait voir aussT que pour 

rv — ^{nr — s) > *, 
Ott plus simplement pour 

la fonction Q doit s^evanooir d'elle m^me, savoir en ^tablissant entre les 
coef&cients de U les relations qui expriment Pexistence du facteur 0^ Dela 
on tire le theoreme suivauf: 

£tant donnee une fonction D du degre n, tout covariant du degre r par 
rapport aux coefGcients et du degre a par rapport aux variables, s^evanouit 
en supposant que la fonction 27 ait un facteur pour lequel r(y — in):>-^; 

et en particulier: 

Un invariant quelconque de la fonction U s^evanouit en supposant que 
la fonction U ait un facteur 0% pour lequel v>>|it. 

En roettant ii = 2m oa 2i7i-f-l, Vinvariant s'eyanouit en supposant 
que U ait le facteur 0^^K 

Les conditions pour que la fonction U ait un tel facteur, se trouvent 
en ^galant ä zero les coefficients diiFerentiels de U du i/i'^*"'' ordre par rapport 
aux variables x, y, et en eliminant ces variables. 

Mais avant d'aller plus loin il convient d'entrer dans quelques details 
de la tbeorie d'une teile elimination. Je prends Texeniple le plus simple, et 
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je sappose que Ton ait a eliminer x, y des eqoations 

ax-^-by == 0, 

bx^-cy = 0, 

cx'\'dy t= 0. 
Od est babilne a dire que ce sysleme equivaut a deux equations entre les 
senls coefficients : mais cela n^esl jusle qae dans un sens qui manque de pre- 
cision. Le Systeme equivaat platöt a deux relations entre les coefficients, et 
ces deux relations sonl exprimees par les Irois equations bd — c' = 0, 
bc — 11^ = 0, ac — 6^ = 0. II n^est pas vrai qae denx de ces equations 
embrasseat necessairement la troisieme. En effel, la premiere et a la seconde 
equations est satisfaite en ecrivant r = 0^ d = 0, mais ces valeurs sont ab- 
soloment elrangeres ä la question^ et ne satisfont pas a la troisieme equation, 
de maniere qae toutes les trois eqoations sont necessaires poor exprimer les 
relations entres les coefficients. C'est poorquoi je dis que ces trois equations 
sont des resultats distincts de relimination. Et de meme, pour un Systeme 
quelconque d'equations, le norobre des resultats distincts de Telimination n'est 
pas göneralement ä beaucoup pres si faible que le nombre des relations entre 
les coefficients. Qu'on veuille consuller sur ce sujet mon memoire „On tbe 
Order of certain Systems of algebraical equations. ^^ Camb. et Dubl. Math. 
Journal t. IV. p. 132, et le memoire de M. Salmon „On the Classification of 
curves of double curvature^' t. V. p. 23. 

Je reviens ä Pobjet de cette note, et je suppose qu'en egalant ä zero 
les coefficients differentiels da m**"* ordre de la fonction (J, les equations 
P=r0, = 0, 12 = etc. formeot le Systeme entier des resultats (Ostincts 
de relimination. Un invariant qaelconque / s'evanouira en supposant 
P=:0, (? = 0, /i=:0 etc. II doit donc exister une equation teile que 
Xl:=^aP-\'ßQ -{'yR-^^*'^ i, a, ß, y ... etant des fonctions rationnelles el 
integrales des coefficients. Mais de plus, la fonction X doit dtre purement nu- 
merique, ou ce qui est ic möme, doit se reduire ä runitff, car autrement /= 
serait un resultal de relimination differenl des resultats P==0, 0=0, R=0 elc, 
et ces equations ne seraient plus le Systeme entier des resultats distincts. Donc 
enfin : un invariant quelconque / sera exprime par une equation teile que 

<^j ß> y ' ** ^^M^ des fonctions integrales et rationnelles des coefficients. 

Les resultats que je viens d'obtenir s^accordent parfaitement avec ceux 
dans ma ,,Note sur les byperdeterminants"" tome 34 p. 148. En effel, j*y ai 
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fait voir qu'en- supposanl qu'une fonction aar* -f 4i^y -f 6irjy -|" ^rf-^^*^ ^- ^/* 
ait UD facleur {ax -\- ßyf^ relimination des variables des equations 

as^Jf^2hxy^cf = 

donne lieu aux equations a« — 4Ärf-|-3c^ = 0, ace'\ 2bcä — ad^—b^e — c^=^0; 
et les fonctions egalees a zero, sont en effet les seuls invariants de la 
fonction du quatrieme ordre. Pajoute que la thoorie ncluelle fait voir aussi que 
dans le cas dont il s^agit, la derivee 

{ax" -f 2hxy + cf){cx'' -f 2dxy -j- ey'') - {bx' f 2cxy f ey'^f 
ou son developpement 

(«c— A^) j?* 4- 2(«rf— 6c)x^y + («€ + 2Ärf— 36-')a:y f 2(Ä€f --crf )j:>-*4^ 
se reduit (ä un coefficient conslant pres) a {oix-\- ßy)^^ et au cas ou la fonction 
donnee du quatrieme crdre est supposee ^tre un carre^ cette fonction et In 
derivee qui vient d'^tre ecrile, sont Egales, a un coefficient consfant pres: 
resultat dont je me suis seivi ailleurs. 

Londres. Lincolns -Inn 21'^"" Nov. 1851. 
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38. 

Memoire sur les points siiiguliers d'ane courbe 

ä double courbnre. 

( Par Mr. WUUam SpotUsteoade, de l'unhnersUe d'Oxford. ) 



S^oieixt donnees les equations d'one courbe 

(1.) jP=0, e = 0, H=0, 

oii P et G soat des fonctions quelconqaes homogenes des Tariables x, y, z, t; 
H etant tüio fonction Üneaire des laömes variables, avec un terme constant. 

En ecrivBDt 



dF 
dx 

dU 



(2.) 



dr 



ü, 



V, 



dF 
dy 

dV 

dy 



V, 



V, 



dF 

dz '' 

dW 

dz 



W, 



w 



dF 
dt 

dT 
dt 



T, 



dV 
dz 

du 
dt 



dW , 
dT 



dW du 



dx 

dV 
dt 



dz 

dT 
dy 



dV 

dW 
dt 



dV 
dx 

dT 
dz 



= w; 



r, 



puis 



u, K w, r. 



ifi, t?!, tt^4, tii, rl, ti/i, p^^ yi, Ti, *,, 
pour les mdmes coefficients difförentiels de G; et 



(3.) 



dx 



a 



et, de plas, 



dH 
dy 



(4.) n 






a b e « 

a ß y $ 



dB 

dl 



c. 



ü V W T 
V, V, FT. r. 

(oü a, b, c, e sont des quanlites quelconqaes): les equations d'une tangente 
penvent elre ecrites comme sait: 

= ^ . ^ • ^ . ^^ . 
du * db ' de ' de 



(5.) dx :dy:dz : dt 
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Or, pour an point singtUier, les quantites 

da dSi da dSi 









da ' db 


' de 


» de ' 




s'evanouissent. 


En ecrivanl 

• 


C6.] 


i 


U V W T 


— U, V, W, T, T„ 


1 


V, V, W, T, 




c'est 9 dire 




/ 


V w 


- u. 


w u 


-V, 


U V 


(7.) 1 


ü T 


- T, 


V T 


- T., 


W T 


( 


V, T. 




V, T, 




W, 1\ 


les cquations 
" (8.) 


dQ A rffi A <'^ A «Ü2 

du "' dh "' de "' de 


donnenl 


• 


• 


(9.) 


/ ♦ -}-/9T,-yT.-f6Ü = 
) — al^-\- * -l-yT feV = 


=■- 
= 
= 
= 0. 



w, 



= T., 







n y a a remarquer qae ces equalions se tronvent dtre verifiees poar des 
valeurs qoeiconques de a, ß, y, e. On en s'assurera en 6liminant ces qaantitis. 
II en resulte 



(10.) 



♦ T, -T, ü 

— T2 ♦ T V 

T, -T. ♦ W 

ü V W ♦ 



(Tü + TiV + TiWf = 0; 



equation identiqne. 

Or ces equalions n^equivalent qu*a deux equations independantes. En 
effet, si Von muUiplie la preniiere par a, la seconde par ß, la troisieme par y, 
la quatrieme par s, la somme de ces produils s'evanouit idenliquemenU Si 
Ton mulliplie les trois premieres par T, Ti, T^, respectivement, la somme de 
ces produits dojone 

(11.) TUf TiV^T^W ±= 0; 

equation identique. On peut aussi trouyer explicitement les deux equalions 
independantes. En multiplianl les trois premLeres par U, V, W, respectiveineiil, 



374 



38. Spottittooode, »ur les eourbes ä double courbure. 



ia somme de ces produits donne 

(12.) «(ü» + V»4-W) — 



a 


ß 


r 


ü 


V 


w 


T 


T, 


T, 



0, 



ce qui est Ia premiire expression; par consequent la seconde n'est autre que 

(13.) aU+/3V + yW = 0, 
et las deux equations peuvent aussi ötre ecrites ainsi: 



(14.) 



ÜU, + FF, 4- WW^ VI + VI -\-Wl 



T. 



0, 



(15.) 



0. 



a ß Y 

U V w 

Revenant aux equations (9.). On en tirera une consequence remarquable. 

Savoir, en eliminant a, ß, ^, e, tour a tour des trois premieres equations, il 

en resulte, 

(16.) a:/3:/ = T:Ti:To, 

et parsuite 

(17.) 17=0, r=o, Fr=o, 

c'est a dire 

(18.) U.V.W = U,: V,: W,. 

A Taide de ces expressions les equations (16.) donnent 

(19.) aißiy = U: V: W, 

ce qui n^arrive pas necessairement. Donc on doit avoir 

(20.) T = 0, Ti = 0, T2 = 0, 
et enfin 

(21.) U: V:JV:T = U,: V,:W,:T,. 

Par ces conditions deux cas georoetriqaes dans ieques elles se trouvent 
satisfaites peuvent dtre ditermines; 1% ai les deux surfaces se tonchent au 
point (a?, y, z, t)^ et 2"*, si 

(22.) r=o, r=o, ir=o, r=o, 

ou bien 

(23.) 17^ = 0, Fi = 0, iri = 0, T, = 0, 

c'est a dire, si F, ou Ia surface C^ a eile m^me un point singutier. 

Mais comme dens ce cas les equations (5.) deviennent illusoires. ii est 
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(25.) 



necessatre d'evaluer les rapports, 

dx: dyiäzidt 
par la methode des fraciions a numerataurs ei denominaieurs evanouisBantes. On doli 
donc differenlier les quantites U, V, W, T, ou bien les quaiilites 17i, F^, W^ , Ti, 
et sabstituer leur differentielle dans les equations (5.); oa, ce qui revient an 
mdme, les equations (5.) seront encore v^rifiees, si Ton öcrit au lieu de (4.) : 

(24.) il = udx'\'w'dy'\^v'dZ'\-pdt V^ a a 

w'dx\'viy'\'U'dz\^qdt V^ ß b 

p dX'\' q dy'\'r dz-i^adt T, « « 

ou bien Texpression qne Ton obtient en diffSrentiant lee quantites relatives a G, 
au lieu de Celles relatives a F. En ne considerant maintenant que le premier 
cas, et en eorivant 

aß Y s = L, M, N, K, JK|, JS^, 

en ayant egard aox difinitions (7.), on lire des eqaalions (5.), avec la nouvelle 

valeur de i2: 

rfa> : — dy : dz : — dt 

( * -fw'lT,— r'Ä,-f-/»L)«/a?-f( » ■\-vK^—u'Ki-\- qL)dy 

{-uK^ 4- * i-v'K -\-pM)dx-\- (-ic'Ä. -I- ♦ -\-u'K-\- qM ) dy 

( uK^—w'K-{- * -i-p2V)«fo-f( to'K,—vK-\- ♦ -fyi\)rfy 

(26.)/ 'i «^ -\-w'M-\-v'N -\- * )<te-f-(. ^'^ ■\-vM-\-u'N -{- * )dy 

+( * ■\-u'K^—wKi-\-rL)dz^{ * -j-yÄ',— rÄ^-j- *L)Ä 

+( v'Ki—u'K f * -f-rJV )</«+( pK,—qK -f ♦ -\-sN)dt 

-i-( v'L -|-a'i»f-f-»r'N-f ♦ )<'«-{-( fi +7ilf -f rJV + ♦)<'' 
et dela on tire 

♦ -{.w'K^-{-v'Ki-\-pL-0 
— «Ä,-j- * \-v'K-\-pM 



(27.) 



uK^—w'K-]- * -f/»iV 

u'K2 — wKi-\-rL 
* -|- tüÄ -f rilf 

p'ä,-ii'ä4 * -f-rJV-tf 
v'L ^u'M ]-wN ^ * 

CreQe't Joarnal f. d. M. Bd. XLII. H«ft 4. 



—v'K, 4- 



♦ -f- ©JT» — ti'jKi-|-^L 

w'Ki—vK -|- ♦ -f-yiV 
fo'L + ©Af 4- «'-^ + * 

— pÄj-f * -f rK -\- sM 

pK^— yÄ -f ♦ -f «iV 

50 



0. 



376 



S8. SpotÜBWoode, sur les courbes ä double courbure. 



Or cette eqnation, qai en apparence est da quatrieme degre, ne Test en 
effet qae du second degre; comme cela se fera voir tout de suite. En effet, 
si = 0^ le ddterminaiit dont il s'agit, devient 



(28.) 



u w' v' p 


* Ki Kl L 




u w' v' p 


te' V u' q 


-K, * K M 




w' V u' (/ 


v' u' w r 


K, K * N 




v' u' w r 


p q r 8 


L M N * 




p q r s\ 



{KL-\-KiM-^K^Ny 



et U s'evanoait, parcequ'on a identiquetnent 

(29.) Ä L -f- Kl ilf -f Äi JV = 0. 

En passant , il y a anssi ä remarquer que le Systeme inverse ä 

* JKj — Kl Li 

—K, * K M 

Kl -K * N 

L M N * 



est 



(30.) 



m N -M K 

-N * L Kl 

M -L * K, 

K Kl K, * 



(KL-\-KiIll-\-IC,N); 



ce qui peat dtre verifie par an calcol imm^diat, ou bien aassi en ecrivant le 
Systeme donn^ avec la forme suivante: 

1**2/ 
»1 * M 

* » 1 iV 

II suit de la que le Systeme inverse a (27.) (c^esl a dire les fonctions 
que M. Siflvestre a nomme mineurs premiers) s^evanouit pour = 0. Mais 
le coefficient de dans le developpement de (27.) est la sorome de ceux 
des tninmira premiers qai se troavent places sur la diagonale de (27.) et 
qu^on peut nommer minetirs premiers principaux; donc il s'ensnit que non 
seulenient le terme independant de 0, mais anssi de plus^ le coefficient de 
s'evanoait; M Ton en tire enfin, apres quelques röductions: 
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(31.) 



u 


w' 


v^ p 


o Ui 


-\-2e 


p q r 


w' 


V 


«' g 


ß V. 




er. ß r 


v' 


u' 


w r 


r w. 




V, VI w, 


p 


9 


r s 


e T. 




a 


ß 


r « 


♦ m 







+ ^ 



0. 



Cette eqnation donne deax valeurs de 6, a Taide desqaelles on poarra de- 
terminer deux valeurs des rapports dx:dy:dz:dt, c'est ä dire les directions 
des deox branches de la courbe, qui passent par le point (ar^ y, z, t). 

La nalure du point dont il s'agit, depend de la nature des racines de 
requation (31.); c'cst a dire de la nature de la fonction 
(32.) u w' v' p a Vi — u w' v' p « 17, <, =, >»0. 



u 


w' 


v' p 


a 


u. 





U 


w' 


v' 


p 


a 


I7x 


w' 


V 


U' q 


ß 


V, 




w' 


V 


u' 


9 


ß 


V, 


v' 


u' 


w r 


r 


w. 




v' 


tt' 


w 


r 


Y 


Wi 


p 


9 


T S 


€ 


r. 




p 


9 


r 


* 


♦ 


* 


a 


ß 


r « 


4t 


♦ 




a 


ß 


r 


* 


♦ 


m 


u. 


V, 


W, T, 


♦ 


4t 




ü. 


Vi 


w. 


* 


♦ 


♦ 



Les diflförentes especes de ces points sont si bien connues quMl n^est pas ne- 
cessaire de les discuter ici. 

II y a a remarqaer, qu^an second Systeme de conditions peut ötre 
troave en faisant varier les quantites relatives a G aa lieu de Celles relatives 
a F, c^est a dire en ecrivant 

(33.) S2 =: U «irfar-f t/^irfy-f v[Jz'\^p^dt a a 

V w^dx^^v^dy^ti^dz^-q.dt ß h 
W v[dx-\ u[dy-\-uyydZ'\'ri^dt y c 
T Pidx-]^qydy'\' Tidz-^-s^dt € e 
au lieu de (24.)- Donc les points multiples sont distribues en deux classes; 
et on peut nommer ceux, qui sont determinces par (24.) etc., points mul- 
tiples relatifs ä la surface Fy et ceux, qui sont determines par (33.) etc., 
points multiples relatifs ä la surface G. Si la fonction (32.) est = 0, on 
obtient Tequation d'une surface qui touche la courbe dans ses points d'oscula- 
tion et ffembrassementy ainsi que dans ses points de rehrousseinent, distingues 
les uns des autres par des conditions bien connues. Par consequent, si les 
surfaces F e\G sont des ordres m et n respectivement, le norobre des points 
de cette nntüre est, l"" relativement a la surface F: 

== 2mn{m-\-n — Z)^ 
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et 2^ relativement a la sarface G: 

= 2mfi (m -f- li — 3). 
Je passe mainteoant k discuter les conditions de Texistence d'un point 
i^inflexion. Dans dd tel point les deux ^I^ments consecutifs de la courbe ont 
la in6me tangente, ce qui doit arriver si 



(34.) D-g - 0, 


«1-0' ^^- 


.0, 


de 


= 


0, 


c'est ä dire, en ecrivant 








m-k jDÜ-ü', DV-V, DW 

^^ ' JDT— r, DT — t;, dt= 


= W', 
= Ti, 






/ • -{- /?Ti - yTl -j- «ü' = 

1 «t; /?t'-}- * 4«w' = 

. «ü' + /3V'-|-yW'+ ♦ = 
d'ou Ton lire, comme dans le cas de (9.): 


= 0, 
= 0, 
= 0, 
= 0, 


m 




\ji() T' — 0, t; = o, t; - 

c'est ji dire 


= 0, 
= 0, 




• 


(38.) Dr:DF:DFF:Dr =* ü^iVi 

00 bien 

(39.) Dri:Dr,:D»r,:DT, — t7:F 

d'oQ Ton tire, en eliminaQt dx, dy, dz, dt, 


:W:T, 




(40.) 


u w' v' p Ui 
w' 9 u' q F, 
v' u' w r Wi 


— 0, ou bien^ (41.) 

• 

• 


Ui w[ 
w[ Vi 


»I Pi 

•Ol n 


F 
IT 






p q r 9 T^ 
ü, F. Wi T, » 




ü V 


r, *i 

fr T 







0. 



Donc r^quation (40.) determine les poinis iHnflexion relatifB ä F, et (41.) 
oeax relatifs ä G; et lenr nombre est par consdquent 

(«,) mn(2m-f 3fi — 8) et 08.) iiin(3m + 2ii— 8). 
co^m'e Ta fait reroarqaer M. Hesse. Mais si i?i=l9 la fonction (41.) s^iva- 
nouit identiquement, et Texpression {ß.") n'a pas lieu. Les fonctions (40.) et (41.) 
soQt en effet identiques avec Celles Pet (? du memoire de TU. Hesse (tonie41. 
p. 383 de ce Journal). 

Londres, Novbr. 1851. 
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